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Resumo da Tese apresentada a` COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessa´rios
para a obtenc¸a˜o do grau de Doutor em Cieˆncias (D.Sc.)
ESTADOS LIMITE DE COMPONENTES MECAˆNICOS
CONSIDERANDO ENCRUAMENTO CINEMA´TICO
LIMITADO
Domingos Eugeˆnio de Sa´ Nery
Agosto / 2007
Orientador: Ne´stor Alberto Zouain Pereira
Programa: Engenharia Mecaˆnica
Neste trabalho o problema da acomodac¸a˜o ela´stica e´ enfocado, para estruturas
constitu´ıdas de materiais de Mises, pore´m com a considerac¸a˜o do encruamento ci-
nema´tico limitado. O modelo de camadas de microelementos de Stein e´ utilizado para
a formulac¸a˜o e soluc¸a˜o do problema e e´ mostrado que o algoritmo ja´ desenvolvido para o
caso de elastoplasticidade ideal, pode ser utilizado tambe´m no caso com encruamento.
As soluc¸o˜es anal´ıticas, desenvolvidas para o problema de um bloco com restric¸o˜es,
sa˜o estendidas para o caso com encruamento e permitem a validac¸a˜o dos resultados
nume´ricos em tensa˜o plana. Comparac¸o˜es com resultados da literatura sa˜o levadas a
efeito, tanto em tensa˜o plana quanto em problemas com simetria de revoluc¸a˜o. Estes
exemplos visam a validac¸a˜o da teoria e sua implementac¸a˜o e tambe´m o tratamento de
estruturas mais complexas que se aproximem progessivamente do n´ıvel das aplicac¸o˜es
industriais.
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LIMIT STATES OF MECHANICAL COMPONENTS CONSIDERING
LIMITED KINEMATIC HARDENING
Domingos Eugeˆnio de Sa´ Nery
August / 2007
Advisor: Ne´stor Alberto Zouain Pereira
Department: Mechanical Engineering
In this work, the problem of shakedown is considered for Mises material structu-
res but, with limited kinematic hardening. Stein’s overlay model is used for formulation
and solution of the problem. It is shown that the algorithm, originally developed for
elastic perfectly plastic materials, can be used when hardening is considered. Analytical
solutions developed for a restrained block are extended here for the case of hardening
in plane stress, allowing the validation of numerical results. Bench marks are used
to check numerical results in plane stress and axissimetric problems. This examples
intend to validate the theory and its implementation and also a progressive treatment
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Nesta introduc¸a˜o, sera´ enfocada a teoria da acomodac¸a˜o ela´stica como ins-
trumento de avaliac¸a˜o de seguranc¸a de componentes estruturais sob cargas termo-
mecaˆnicas varia´veis, como aqueles encontrados em centrais nucleares. Inicialmente
sera´ mostrado o contexto normativo e metodolo´gico que conduz a` utilizac¸a˜o da via de
ana´lise conhecida por “Design by Analysis”, e justificado porque os me´todos diretos,
ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica (shakedown) e ana´lise limite, devem ser utilizados.
A seguir sera´ sucintamente abordada a evoluc¸a˜o histo´rica do problema da aco-
modac¸a˜o ela´stica de forma a caracterizar o “estado da arte”, os desafios e perspectivas
em aberto e a tendeˆncia das pesquisas atuais, na direc¸a˜o de tornar a teoria apta para
aplicac¸o˜es mais realistas, visando seu uso como ferramenta de fato, nas avaliac¸o˜es de
seguranc¸a.
Neste contexto, define-se enta˜o o objetivo desta tese, sua organizac¸a˜o para atin-
gir este objetivo e suas contribuic¸o˜es para o “estado da arte”.
1
1.1 Contextualizac¸a˜o do problema da acomodac¸a˜o
ela´stica
Em geral, para o projeto mecaˆnico de componentes tais como vasos de pressa˜o,
tubulac¸o˜es, bocais etc, e mais particularmente para centrais nucleares, utilizam-se nor-
mas de projeto entre as quais se destaca a da ASME. Na sec¸a˜o III da ASME - Nu-
clear Power Plant Components, sa˜o indicados dois roteiros para o projeto. O primeiro
conhecido por “Design by Formula”, tem o formato das verso˜es antigas do co´digo,
prescrevendo para condic¸o˜es muito bem definidas, tenso˜es admiss´ıveis. As tenso˜es sa˜o
categorizadas por um crite´rio origina´rio da teoria das cascas (tenso˜es de membrana
e flexa˜o). Ale´m do DBF deixar de fora va´rias situac¸o˜es de interesse, os avanc¸os na
ana´lise estrutural com a difusa˜o do uso de elementos finitos 2D e 3D, paradoxalmente,
tornaram mais problema´tica a categorizac¸a˜o das tenso˜es. Ale´m disso, inspec¸o˜es em
componentes instalados podem detectar situac¸o˜es que se afastam das condic¸o˜es bem
definidas para as quais as tenso˜es admiss´ıveis sa˜o prescritas e nesse caso a garantia da
seguranc¸a torna-se problema´tica.
Reconhecendo a impossibilidade de cobrir todos os casos, a pro´pria ASME, se-
guindo o BS5500 preveˆ, uma segunda via para o projeto, dita “Design by Analysis”,
pela qual, ana´lises detalhadas devem garantir a estrutura contra oito tipos de falha, a
saber: 1) deformac¸a˜o ela´stica excessiva (inclusive instabilidade ela´stica); 2) deformac¸a˜o
pla´stica excessiva; 3) fratura fra´gil; 4) colapso instantaˆneo; 5) colapso incremental (in-
cluindo a instabilidade pla´stica); 6) fadiga de baixo ciclo (plasticidade alternada); 7)
corrosa˜o sob tensa˜o e 8) fadiga com corrosa˜o; (Mackenzie e Boyle, 1996).
Na realidade, ainda que incorporando correc¸o˜es para levar em conta outros
fenoˆmenos, em geral na˜o e´ poss´ıvel projetar componentes, com cargas te´rmicas im-
portantes e tenso˜es residuais na˜o conhecidas, considerando apenas a soluc¸a˜o ela´stica
e tenso˜es admiss´ıveis. Isto porque, ale´m dos ac¸os du´cteis utilizados terem domı´nios
ela´sticos muito pequenos, a magnitude das tenso˜es te´rmicas e as tenso˜es residuais pre´
existentes ou causadas por choques te´rmicos, soldas e outros efeitos, podem (Heitzer
e Staat, 1999, Gill, 1970), elevar localmente as tenso˜es para ale´m do domı´nio ela´stico.
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Assim, numa estrutura hiperesta´tica, a ana´lise na˜o pode ser baseada em tenso˜es ad-
miss´ıveis, pois no domı´nio pla´stico, na˜o existe uma tensa˜o local cujo valor determine
o colapso. A carga de colapso e´ a da estrutura, estaticamente indeterminada, e na˜o a
que acarreta uma tensa˜o cr´ıtica em um dado ponto material do corpo. A seguranc¸a
dependera´, ale´m dos materiais de que e´ feita a estrutura, dos v´ınculos internos e exter-
nos que permitira˜o definir, para a estrutura como um todo, um mecanismo de colapso
e a carga (ou cargas) a ele associada(s). Este enfoque mais fundamental, em que os
modos de falha inela´sticos sa˜o tratados por ana´lises inela´sticas atrave´s do “Design by
Analysis” e´ deseja´vel e esta e´ uma tendeˆncia que segundo Mackenzie e Boyle (1996),
cada vez mais se acentua. Contudo, durante muito tempo, tanto o projeto quanto as
verificac¸o˜es de seguranc¸a atrave´s do DBA enfrentaram muitas dificuldades, devido a`
falta de ferramentas teo´ricas e computacionais adequadas.
Do ponto de vista dos me´todos dispon´ıveis para a determinac¸a˜o da carga de
colapso, a ana´lise pla´stica incremental na˜o e´ o mais conveniente, porque, devido a`
discretizac¸a˜o, a integrac¸a˜o das deformac¸o˜es pla´sticas e´ intrinsecamente imprecisa, por
ser a plasticidade um processo irrevers´ıvel. Dependendo do tamanho do passo, criam-
se diferentes caminhos ao longo dos quais essa integrac¸a˜o sera´ diferente. Isto resulta
em cargas limite que dependem da discretizac¸a˜o. Ale´m disso, para que se garanta a
seguranc¸a, a ana´lise tem que ser feita para todas as poss´ıveis histo´rias de carregamentos,
o que e´ imposs´ıvel. Finalmente, os carregamentos podem ser c´ıclicos, acarretando a
existeˆncia de outros mecanismos de colapso por acu´mulo ou alternaˆncia de deformac¸o˜es
pla´sticas.
Um outro aspecto importante a considerar e´ que, os componentes, nos casos
reais, nos quais se incluem os que ocorrem em centrais nucleares, sa˜o submetidos a
combinac¸o˜es de carregamentos varia´veis, mecaˆnicos e te´rmicos, cuja evoluc¸a˜o no tempo
e´ incerta pois ela depende das diversas condic¸o˜es de operac¸a˜o e de todos os transien-
tes poss´ıveis, ao longo da vida u´til do componente. Algumas cargas sa˜o constantes
outras varia´veis, algumas sa˜o c´ıclicas, outras na˜o. A histo´ria das solicitac¸o˜es durante
a fabricac¸a˜o, montagem e as tenso˜es residuais da´ı resultantes na˜o sa˜o perfeitamente
conhecidas. A despeito de tudo isso, a intensidade ma´xima poss´ıvel dos carregamentos
pode ser estimada com razoa´vel grau de certeza.
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Os chamados me´todos diretos que abrangem a ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica
(shakedown) e a ana´lise limite (esta, como caso particular) sa˜o os mais adequados
para estes casos, pois teˆm como caracter´ıstica dependerem apenas do conhecimento
das cargas extremas. Ale´m disso, a seguranc¸a contra os oito tipos de colapso a serem
considerados para o “Design by Analysis”, com excec¸a˜o dos ligados a` instabilidade,
corrosa˜o e fadiga, pode ser garantida com a utilizac¸a˜o desses me´todos (Mackenzie e
Boyle, 1996).
Os desenvolvimentos e extenso˜es nos me´todos diretos, nos u´ltimos anos, jun-
tamente com elementos finitos robustos, me´todos de otimizac¸a˜o eficientes e com os
meios computacionais atualmente dispon´ıveis, veˆm tornando o “Design by Analysis”
alcanc¸a´vel (Zeman, 1996, Staat et al., 2003, Staat et al., 2005). Entretanto para que
isso ocorra e a pra´tica se dissemine, a integrac¸a˜o destas te´cnicas em algoritmos eficazes
precisa ser feita. Qualquer esforc¸o, por menor que seja, no sentido de ampliar ou tornar
via´vel a aplicac¸a˜o dos me´todos diretos para determinar os estados limites das estrutu-
ras complexas e´ portanto deseja´vel e esta tese visa ser uma pequena contribuic¸a˜o neste
sentido.
1.2 O estado da arte
Ale´m da fadiga, corrosa˜o e instabilidade que na˜o sera˜o tratadas aqui, a correta
avaliac¸a˜o da seguranc¸a dos componentes, precisa essencialmente fornecer uma margem
de seguranc¸a contra treˆs tipos de colapso incipiente:
COLAPSO INSTANTAˆNEO; A estrutura, sob um carregamento, desenvolve
um campo de taxas de deformac¸a˜o compat´ıveis que a transforma num mecanismo (a
estrutura como um todo escoa sob carga constante). A carga de colapso, dependera´ so´
da geometria e dos v´ınculos da estrutura e da tensa˜o de escoamento do material que
a constitui (Gill, 1970). No caso de encruamento, da tensa˜o final de escoamento, em
pequenas deformac¸o˜es.
COLAPSO INCREMENTAL; no qual, os ciclos de carga causam um incremento
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cont´ınuo na deformac¸a˜o pla´stica, que pode exaurir a ductilidade do material (Abdalla
et al., 2007) ou colocar a estrutura fora de servic¸o. A aplicac¸a˜o de um carregamento
ocasiona a plastificac¸a˜o em algum ponto. No descarregamento, passa a existir na
estrutura um campo de tenso˜es residuais tal que a aplicac¸a˜o de um outro carregamento
ocasiona plastificac¸a˜o em algum outro ponto (Gill, 1970), com isso se acumulando as
deformac¸o˜es pla´sticas a cada ciclo de carga.
PLASTIFICAC¸A˜O ALTERNADA; no qual, algum ponto da estrutura sofre al-
ternadamente plastificac¸o˜es em trac¸a˜o e compressa˜o. O efeito e´ similar ao colapso por
fadiga, mas o nu´mero de ciclos e´ muito menor, da ordem de dezenas ou centenas (fadiga
de baixo ciclo) (Gill, 1970). Por na˜o acumular deformac¸o˜es pla´sticas vis´ıveis e´ um tipo
de colapso perigoso.
A ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica (a´ı inclu´ıda a ana´lise limite) permite quan-
tificar a seguranc¸a em relac¸a˜o a todos estes tipos de colapso. Ela e´ fundamentada,
inicialmente, no teorema esta´tico de Bleich-Melan. Este teorema surgiu a partir dos
primeiros trabalhos de Gru¨nig (1926), sobre estruturas submetidas a cargas varia´veis.
Segundo Symonds (1951), Bleich o enunciou em 1932 para vigas e Melan o generalizou
depois, em 1938, para meios cont´ınuos tridimensionais. As hipo´teses originais sob as
quais o teorema original de Bleich-Melan foi provado, segundo Ko¨nig e Maier (1981),
sa˜o:
1) Corpo constitu´ıdo de material elastopla´stico perfeito;
2) Lei de Fluxo pla´stico associativa e superf´ıcie de escoamento convexa no espac¸o das
tenso˜es;
3) Teoria de primeira ordem - sa˜o negligenciadas as mudanc¸as de configurac¸a˜o, no
equil´ıbrio;
4) Solicitac¸o˜es mecaˆnica e te´rmica variando lentamente. Resposta da estrutura quase
esta´tica;
5) Propriedades mecaˆnicas independentes da temperatura (limite de escoamento e
mo´dulo de elasticidade);
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6) A ana´lise visa somente a` obtenc¸a˜o de um fator de seguranc¸a contra a na˜o adaptac¸a˜o
ela´stica;
7) Efeitos dependentes do tempo tais como sensibilidade a` taxa de deformac¸a˜o lenta
sa˜o negligenciados;
8) Todas as quantidades envolvidas sa˜o supostas determin´ısticas.
A` e´poca de sua proposic¸a˜o, estas hipo´teses foram u´teis. Posteriormente, contudo,
uma razoa´vel parcela das pesquisas teo´ricas se direcionou no sentido da flexibilizac¸a˜o
das hipo´teses iniciais, visando estender o uso do teorema de Melan a situac¸o˜es mais
real´ısticas. Tome-se por exemplo, apenas a hipo´tese 1, de elastoplasticidade perfeita;
os ac¸os reais efetivamente apresentam encruamento. Por isso, foram feitas pesquisas
que visaram considerar ou avaliar o impacto, do encruamento. Para encruamento
cinema´tico na˜o linear, Neal (1950) usa, para um estado unidimensional de tenso˜es o
modelo de camadas de Masing (1924) e prova o teorema esta´tico para esta condic¸a˜o.
Pesquisas de Maier (1972), Mandel (1976a), Mandel (1976b), Mandel et al.
(1977), Ko¨nig e Maier (1981), Weichert e Gross-Weege (1988), Stein et al. (1990),
Stein et al. (1992), Stein et al. (1993), Stein e Huang (1994), Stein e Huang (1995),
Zhang (1995), Gross-Weege (1997), Heitzer et al. (2000), Staat e Heitzer (2002),
Pham e Weichert (2001), Abdel-Karin (2005), entre outras correlacionadas, estenderam
a aplicabilidade do teorema aos ac¸os com encruamento, contribuindo para que este
pudesse comec¸ar a ser considerado nas aplicac¸o˜es.
Esforc¸os de pesquisa equivalentes foram dedicados a` generalizac¸o˜es relativas a`s
outras hipo´teses iniciais. Por exemplo, no que se refere ao dano pla´stico du´ctil, a partir
da conceituac¸a˜o de Lemaitre (1984), Lemaitre (1985a) e Lemaitre (1985b), os trabalhos
de Hachemi e Weichert (1992), Hachemi (1994), Feng e Yu (1995), Polizzotto et al.
(1996), Hachemi e Weichert (1997), Druyanov e Roman (1998), Hachemi e Weichert
(1998), Hassine et al. (2000), Druyanov e Roman (2002) teˆm considerado a acomodac¸a˜o
ela´stica considerando o dano pla´stico du´ctil.
O trabalho de Zouain (2004) fornece um quadro abrangente dessa evoluc¸a˜o.
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Mais recentemente, outras tentativas de extenso˜es do teorema para considerar grandes
deformac¸o˜es, estruturas fissuradas, e tambe´m a fadiga de alto ciclo teˆm sido feitas.
Quanto a`s implementac¸o˜es das teorias de acomodac¸a˜o ela´stica em programas de
ana´lise estrutural, contemplando uma ou mais extenso˜es das hipo´teses do teorema de
Melan, foram feitas pelo menos as seguintes, nos u´ltimos anos:
No programa ABAQUS em 1993 por Buckthorpe e White;
No programa PERMAS em 1997 por M.Staat e M. Heitzer;
No programa BERSAFE em 1997 por Ponter e Carter;
No programa CATEM2000 em 1997 por Plancq et.al.;
No programa ADINA em 1998 por Siebler;
No programa ANSYS em 1998 por Hamilton;
No programa CODE ASTER em 2000 por Valdoire;
No programa ABAQUS; em 2000 por Ponter e Engelhardt .
Em janeiro de 1994 iniciou-se na Europa um projeto chamado LISA (Staat e
Heitzer, 2001), para desenvolvimento de um mo´dulo universal de Ana´lise Limite e
Acomodac¸a˜o Ela´stica para o programa de elementos finitos industrial PERMAS. Este
estudo pretende considerar modelos realistas de materiais e carregamento te´rmico em
problemas reais de grande tamanho e a validac¸a˜o e aplicac¸a˜o a problemas de confiabi-
lidade de estruturas complexas. Como outros objetivos, visa incorporar encruamento
cinema´tico na˜o linear, materiais com dano, ana´lise unificada de limites superior e in-
ferior, ana´lise probabil´ıstica e uma implementac¸a˜o otimizada para grandes modelos.
Nesses estudos esta˜o envolvidos um bom nu´mero de universidades, centros de pesquisa
e companhias industriais. A incorporac¸a˜o de defeitos macrosco´picos postulados (ou
observados) nos componentes tambe´m tem sido considerada. Ver por exemplo, Liu et
al. (1995), Xue et al. (1997), Liu et al. (1998), Liu et al. (1998a), Staat et al. (2000),
Heitzer (2002), Staat (2004) e Staat (2005). O mesmo pode ser dito da considerac¸a˜o
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de fissuras nas estruturas. Ver Huang e Stein (1995) e Huang e Stein (1996).
Atualmente a tecnologia envolvendo o teorema de Bleich-Melan encontra-se
numa etapa tal que, juntamente com os meios computacionais dispon´ıveis, com os
avanc¸os nas te´cnicas de otimizac¸a˜o e nos me´todos de elementos finitos, veˆm tornando
as aplicac¸o˜es mais pro´ximas do n´ıvel pra´tico. Para que isso ocorra, os desenvolvimentos
necessa´rios em cada uma das te´cnicas envolvidas, bem como a sua integrac¸a˜o em algo-
ritmos eficientes, precisam ser feitos. Isto tem sido buscado em universidades, centros
de pesquisa e empresas em todo o mundo utilizando-se abordagens diversas. Tambe´m
no PEM da COPPE/UFRJ esse esforc¸o tem sido feito. Como resultado dessas pes-
quisas, ja´ se pode pensar em implementac¸o˜es que considerem o limite de escoamento
do material como func¸a˜o da temperatura, o encruamento e o dano. Ja´ se pode pensar
tambe´m, na abordagem de problemas de grande porte, devido ao desenvolvimento de
elementos finitos mistos robustos, e de te´cnicas eficientes de otimizac¸a˜o.
Hoje, em todo o mundo, a questa˜o da extensa˜o da vida u´til das usinas nucleares
ja´ constru´ıdas e´ de grande importaˆncia nos aspectos de seguranc¸a, econoˆmico e ambi-
ental. Com relac¸a˜o ao projeto das novas centrais nucleares, existe um hiato entre as
tecnologias dispon´ıveis na e´poca do projeto das usinas constru´ıdas no passado e das que
forem projetadas daqui para a frente. A capacidade de se avaliar de forma mais precisa
e realista a seguranc¸a dos componentes, com a considerac¸a˜o das propriedades reais dos
materiais, permitindo a partir da´ı a avaliac¸a˜o do impacto na seguranc¸a da inclusa˜o de
defeitos, macro e microsco´picos postulados ou observados ao longo da vida u´til de uma
central nuclear e´ deseja´vel. Os trabalhos atualmente realizados na COPPE/UFRJ,
portanto, ao lado da relevaˆncia teo´rica, teˆm tambe´m impacto tecnolo´gico pra´tico, par-
ticularmente, para a a´rea nuclear.
1.3 Objetivos da tese
Neste contexto, o objetivo desta tese e´ estender os estudos ja´ desenvolvidos
na COPPE-UFRJ pelo prof. Zouain e Associados e que permitem o tratamento em
tensa˜o plana e com simetria de revoluc¸a˜o, de modelos com materiais elastopla´sticos
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ideais, para que incluam tambe´m os materiais com encruamento cinema´tico limitado
segundo o modelo de Stein.
Para este fim, sera˜o desenvolvidos aqui, elementos finitos de tensa˜o plana e de
simetria de revoluc¸a˜o e estendida a teoria e o algoritmo de soluc¸a˜o das condic¸o˜es de
otimalidade do problema de acomodac¸a˜o ela´stica, para incluir varia´veis internas de
encruamento.
A validac¸a˜o dos desenvolvimentos teo´ricos e nume´ricos feitos ocorrera´ inicial-
mente atrave´s do desenvolvimento anal´ıtico do modelo de um bloco em tensa˜o plana,
modelo este que, pela sua natureza, permite uma ana´lise abrangente dos diversos meca-
nismos de colapso, permitindo a transic¸a˜o segura e controlada do modelo elastopla´stico
ideal para o modelo de encruamento cinema´tico limitado de Stein.
Aplicac¸o˜es visando a validac¸a˜o dos estudos aqui desenvolvidos e a compreensa˜o
dos efeitos do encruamento cinema´tico limitado nas diversas estruturas, sera˜o feitas
em tensa˜o plana e em simetria de revoluc¸a˜o. Sempre que poss´ıvel, sera˜o abordadas
estruturas que por sua natureza sejam refereˆncias reconhecidas (“bench-marks”) e que
possuam caracter´ısticas das estruturas que se visa analisar futuramente em n´ıvel in-
dustrial.
1.4 Organizac¸a˜o da tese
Para as finalidades referidas na sec¸a˜o anterior, a tese tera´ a seguinte estruturac¸a˜o
geral:
No cap´ıtulo 2 sera˜o apresentadas as hipo´teses ba´sicas, as equac¸o˜es que descrevem
a cinema´tica e o equil´ıbrio dos corpos estudados e os princ´ıpios da termodinaˆmica dos
processos irrevers´ıveis, que governam o comportamento dos corpos submetidos a carre-
gamentos quase esta´ticos e constitu´ıdos de materiais elastopla´sticos com encruamento,
para os quais sa˜o enta˜o deduzidas as equac¸o˜es constitutivas.
No cap´ıtulo 3 o fenoˆmeno da acomodac¸a˜o ela´stica (shakedown) e´ conceituado
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bem como as condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para que ela ocorra. Sa˜o caracterizados
os domı´nios de variac¸a˜o dos carregamentos e os princ´ıpios variacionais esta´tico, misto e
cinema´tico, nas suas formas cont´ınua e discreta, assim como e´ descrito o algoritmo de
ponto interior utilizado para a soluc¸a˜o das condic¸o˜es de otimalidade da Lagrangeana
do princ´ıpio misto. Uma ana´lise visando caracterizar automaticamente os diversos
mecanismos de colapso e´ apresentada.
No cap´ıtulo 4, e´ descrito o modelo de camadas utilizado por Stein na formulac¸a˜o
de seu modelo de acomodac¸a˜o ela´stica com encruamento. Sa˜o estendidos para este
modelo, os princ´ıpios variacionais cont´ınuos e discretos, deduzida a Lagrangeana cor-
respondente e as condic¸o˜es de otimalidade cont´ınuas e discretas. A partir da´ı, sa˜o
formulados os correspondentes elementos finitos de tensa˜o plana e de simetria de re-
voluc¸a˜o, com varia´veis internas e mostrado o uso do algoritmo de soluc¸a˜o definido no
cap´ıtulo 3.
No cap´ıtulo 5 e´ feita finalmente a validac¸a˜o do modelo proposto, atrave´s de
comparac¸o˜es com soluc¸o˜es anal´ıticas e com estudos publicados em outros trabalhos.
Para isso, inicialmente e´ abordado o problema de um bloco em tensa˜o plana para o qual
sa˜o desenvolvidas as soluc¸o˜es anal´ıticas para os diversos modos de colapso, permitindo
uma clara compreensa˜o do problema e em relac¸a˜o a`s quais, sa˜o verificadas as soluc¸o˜es
nume´ricas.
A seguir e´ feita uma extensa˜o do trabalho de Zouain (2004) relativo a uma
placa com um furo sujeita a carregamentos mecaˆnicos em duas direc¸o˜es, para incluir
o encruamento. Este exemplo visa avaliar o comportamento do encruamento quando
existe concentrac¸a˜o de tenso˜es.
A ana´lise de uma viga sob carga axial constante e momento fletor varia´vel que
Zouain e Silveira (1999) realizaram para materiais elasto pla´sticos ideais, tambe´m e´
estendida para materiais com encruamento cinema´tico limitado, visando uma melhor
compreensa˜o do comportamento de, por exemplo, paredes de vasos que sa˜o submetidas
a esforc¸os de membrana e de flexa˜o.
Ainda nas aplicac¸o˜es nume´ricas e´ feita a comparac¸a˜o com o trabalho de Zouain
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(2004) relativo a tubos de parede espessa e fina, livres em uma extremidade, para os
quais existem soluc¸o˜es anal´ıticas, a tambe´m para tubos de parede espessa e fina, res-
tritos nas duas extremidades. A seguir e´ feita a extensa˜o para o caso de materiais com
encruamento cinema´tico limitado. Tambe´m comparac¸o˜es com o trabalho de Heitzer e
Staat (2003) e Heitzer et al. (2000) sa˜o feitas.
Uma outra comparac¸a˜o diz respeito a uma esfera de parede espessa analisada
por Yan (1999) em plasticidade perfeita. Ale´m da comparac¸a˜o nesta condic¸a˜o, e´ feita
a extensa˜o para materiais com encruamento.
Finalmente, sa˜o feitas comparac¸o˜es referentes a vasos de pressa˜o de extremidades
toriesfe´ricas descritos no trabalho de Makrodimopoulos (2006), onde o tamanho dos
modelos analisados aproxima-se um pouco mais daqueles encontrados nas aplicac¸o˜es
industriais.
O cap´ıtulo 6 conte´m as concluso˜es gerais deste trabalho e sugesto˜es para o
prosseguimento das pesquisas.
1.5 Contribuic¸o˜es originais
A primeira contribuic¸a˜o deste trabalho e´ a inclusa˜o nas formulac¸o˜es e algoritmos
ja´ desenvolvidos, do modelo de encruamento cinema´tico limitado de Stein. Procurou-
se preservar em todos estes desenvolvimentos, a possibilidade de se analisar problemas
nos quais, junto com as cargas varia´veis se considere tambe´m a presenc¸a de cargas
fixas e ainda, a possibilidade de se considerar a variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com
a temperatura.
Uma segunda contribuic¸a˜o e´ o desenvolvimento de elementos finitos mistos com
varia´veis internas para a soluc¸a˜o do problema da acomodac¸a˜o ela´stica com encruamento
com o modelo de Stein. Este desenvolvimento ja´ fora iniciado por Compan (2003) para
tensa˜o plana e e´ aqui validado, sistematizado e estendido com o desenvolvimento do
elemento de simetria de revoluc¸a˜o com encruamento.
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Uma terceira contribuic¸a˜o e´ a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es expl´ıcitas para um bloco em
tensa˜o plana sob carregamentos te´rmicos e mecaˆnicos com variac¸o˜es independentes,
com a qual fica demonstrada a possibilidade de se obter os limites de acomodac¸a˜o
ela´stica considerando a inclusa˜o de encruamento cinema´tico linear limitado em um
corpo constitu´ıdo por um material de Mises.
Stein et al. (1993) abordam o caso da placa com furo considerando o encrua-
mento ilimitado. Pelo tipo de encruamento considerado por esses autores, ficam au-
tomaticamente exclu´ıdos os mecanismos de colapso de natureza global. Como quarta
contribuic¸a˜o e´ considerado aqui o encruamento limitado, e se conclui, sem excluir ex-
plicitamente a possibilidade do colapso global, que este sera´ sempre de natureza local,
por plasticidade alternada. Isto corrobora as concluso˜es de Stein et al. (1993) p.258 de
forma mais incisiva e evidencia a importaˆncia da tensa˜o de escoamento inicial no caso
de materiais com encruamento.
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Cap´ıtulo 2
Cinema´tica, equil´ıbrio e relac¸o˜es
constitutivas
2.1 Hipo´teses
Na˜o sera˜o aqui considerados os fenoˆmenos viscosos. As temperaturas estara˜o
sempre abaixo de 25% da temperatura de fusa˜o. As cargas estara˜o sempre abaixo de
50% das cargas de fratura e o numero de ciclos de carga estara´ abaixo do nu´mero
correspondente a` meia vida do material (Lemaitre e Chaboche,1990), p161-162. As
seguintes hipo´teses adicionais sera˜o consideradas:
1) Todas as quantidades envolvidas sa˜o determin´ısticas.
2) Corpos constitu´ıdos de material du´ctil, cont´ınuo e isotro´pico.
3) Regime de pequenas deformac¸o˜es e deslocamentos.
4) Processos quase esta´ticos (efeitos de ine´rcia desprez´ıveis).
5) Processos lentos o suficiente para que possam ser considerados isote´rmicos.
6) Corpos constitu´ıdos de material ela´stico idealmente pla´stico ou com encruamento
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cinema´tico limitado.
7) Tensa˜o limite de escoamento dependente da temperatura.
8) Lei de fluxo pla´stico associativa e superf´ıcie de escoamento de Mises.
9) A origem do espac¸o das tenso˜es e´ plasticamente admiss´ıvel.
No que se segue, vetores e tensores na˜o sera˜o notados em negrito como usual-
mente.
2.2 Cinema´tica e equil´ıbrio
Um corpo cont´ınuo sera´ identificado aqui, com uma regia˜o B, aberta e conexa,
do espac¸o euclidiano ε3, com o contorno regular Γ composto de duas partes comple-




Γτ = ∅). Γv e´ a parte do contorno
onde sa˜o prescritos deslocamentos (ou velocidades). Em Γτ sa˜o prescritas cargas.
Figura 2.1: Corpo β em ε3.
Seja U o espac¸o das func¸o˜es que descrevem os campos de deslocamentos (ou
velocidades), suficientemente regulares, definidas em cada ponto x de B . Seja V um
subespac¸o de U , dito campo de deslocamentos (ou velocidades) virtuais cinematica-
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mente admiss´ıveis, isto e´, compat´ıveis com condic¸o˜es de contorno homogeˆneas em Γv.
Um campo de deslocamentos (ou velocidades) V que satisfac¸a em Γv prescric¸o˜es de
deslocamento u na˜o necessariamente homogeˆneas, sera´ dito ser apenas um campo de
deslocamentos (ou velocidades) cinematicamente admiss´ıveis e na˜o e´ um subespac¸o mas
uma variedade afim V em U , pois:
V = u+ V (2.1)
Um operador D, sobre V , chamado operador linear tangente de deformac¸a˜o e´ definido
em pequenas deformac¸o˜es pela parte sime´trica do gradiente de velocidade e mapeia
o espac¸o V num espac¸o W , dos campos tensoriais de deformac¸o˜es ε (ou de taxas de
deformac¸a˜o ε˙). Seja W ′ o espac¸o dos campos tensoriais de tensa˜o σ. O produto de





σ(x) · ε˙(x)dB (2.2)
Considere-se agora o espac¸o dual de V , o espac¸o dito das cargas, chamado aqui V ′ e
seja D′ o operador de equil´ıbrio, dual do operador D, e que mapeia as tenso˜es σ ∈ W ′
nas cargas F ∈ V ′. A poteˆncia externa e´ dada enta˜o pelo produto de dualidade entre




b · vdB +
∫
Γτ
τ · vdΓ = `F (v) (2.3)
onde os sistemas de forc¸as sa˜o desdobrados em forc¸as ditas de corpo, b, em B, devido
a`s forc¸as de ac¸a˜o a` distaˆncia e forc¸as de contato τ , no contorno Γτ . As forc¸as b e τ
representam aqui as ac¸o˜es do restante do universo sobre o corpo. Pode-se pensar `F (v)
como um funcional linear definido sobre V , ou seja, um elemento de V ′.
Um campo de tenso˜es σ esta´ em equil´ıbrio com cargas externas F , se vale, para
qualquer campo de velocidades virtuais de V , a igualdade entre as poteˆncias interna e
externa, consubstanciada no Princ´ıpio da Poteˆncias Virtuais:
〈σ,Dv〉 = 〈F, v〉, ∀v ∈ V (2.4)
O que acarreta os operadores D e D′ serem adjuntos, isto e´:
〈σ,Dv〉 = 〈v,D′σ〉, ∀v ∈ V e ∀σ ∈ W ′ (2.5)
15
Figura 2.2: Relac¸a˜o de dualidade entre os espac¸os.
Definido o operador de deformac¸o˜es D, a teoria de dualidade define qual e´ o espac¸o
dual de V , ou seja, quais as cargas poss´ıveis.
F = D′σ (2.6)
ou
D′σ − F = 0 (2.7)
que traduz o equil´ıbrio.
2.2.1 Relac¸a˜o dos v´ınculos com a cinema´tica e o equil´ıbrio
Considere-se v ∈ V . Neste caso, a imagem do operador D sa˜o as taxas de
deformac¸a˜o compat´ıveis. O nu´cleo do operador D sa˜o as velocidades de corpo r´ıgido que
correspondem a taxas de deformac¸a˜o nulas. Por sua vez, o nu´cleo do operador D′ sa˜o
as tenso˜es equilibradas com cargas nulas, ou seja tenso˜es auto-equilibradas, usualmente
denominadas tenso˜es residuais. A imagem de D′ sa˜o as cargas equilibra´veis.
Se os v´ınculos exclu´ırem a possibilidade de qualquer movimento de corpo r´ıgido,
o operador D sera´ injetivo (a elementos distintos correspondera˜o imagens distintas) e
enta˜o ele so´ possuira´ nu´cleo trivial (ε˙ = 0 se e somente se v = 0). Em geral seu nu´cleo
sera´ vazio
N (D) = {∅} (2.8)
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Logo, todos os campos de velocidade acarretam deformac¸o˜es compat´ıveis. Assim,
Im(D) =W (2.9)
O teorema fundamental da a´lgebra linear diz que neste caso o nu´cleo de D e´ ortogonal
a` imagem de D′.
Im(D′) = N (D)⊥ = {∅} (2.10)
Logo,
Im(D′) = V ′ (2.11)
Ou seja, D′ e´ sobrejetivo o que significa que se os v´ınculos forem suficientes para excluir
a possibilidade de movimentos de corpo r´ıgido, todas as cargas sa˜o equilibra´veis.
Devido a 2.8 vem:
W = Im(D) = N (D′)⊥ = {∅} (2.12)
O fato deD′ ter nu´cleo vazio (a na˜o ser o nu´cleo trivial) significa que na˜o podera˜o existir
Figura 2.3: Situac¸o˜es de poteˆncia nula.
tenso˜es equilibradas com carga nula, ou seja, tenso˜es residuais, e isto ocorre porque
todas as deformac¸o˜es sa˜o compat´ıveis. Um sistema como o descrito acima e´ dito ser
isosta´tico. Note-se que D e D′ sa˜o ao mesmo tempo injetivos e sobrejetivos. Assim, por
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exemplo, dado o carregamento, as equac¸o˜es de equil´ıbrio determinam univocamente o
correspondente campo de tenso˜es.
Uma outra possibilidade e´ que os v´ınculos na˜o sejam suficientes para excluir
todos os movimentos de corpo r´ıgido. Logo o nu´cleo do operador D e´ na˜o trivial . Por
isso,
Im(D′) ⊂ V ′ (2.13)
Existira˜o enta˜o sistemas de carga que na˜o podera˜o ser equilibradas. Nesse caso o
sistema e´ dito hiposta´tico. Os corpos reais, cont´ınuos, podem ser pensados como um
sistema reticulado com um nu´mero infinito de componentes. Assim, um corpo real tera´
sempre um nu´mero excessivo de v´ınculos internos. Nestes sistemas ditos hiperesta´ticos,
o operador D na˜o sera´ sobrejetivo. Existira˜o deformac¸o˜es incompat´ıveis (pelo menos
um campo de deformac¸o˜es incompat´ıveis), o que se traduz por:
Im(D) ⊂ W (2.14)
Nesse caso, sendo o nu´cleo de D′ ortogonal a` imagem de D, o nu´cleo de D′ sera´ na˜o
trivial e ele representa justamente as tenso˜es residuais que geram poteˆncia nula com
deformac¸o˜es compat´ıveis. As tenso˜es residuais so´ gerara˜o poteˆncia diferente de zero
com as deformac¸o˜es incompat´ıveis.
N (D′) = Im(D)⊥ = {∅} (2.15)
So´ nos sistemas hiperesta´ticos e´ poss´ıvel enta˜o a existeˆncia de deformac¸o˜es na˜o com-
pat´ıveis e de tenso˜es residuais. Daqui para a frente o nu´cleo de D′, subespac¸o de W ′,
sera´ referido como Sr, dito espac¸o das tenso˜es residuais.
Sr = {σ ∈ W ′|〈σ,Dv〉 = 0, ∀v ∈ V} (2.16)
Tambe´m, daqui por diante, o espac¸o dos campos de tensa˜o que equilibram um sistema
de cargas sera´ notado por:
S(F ) = {σ ∈ W ′|〈σ, ε˙〉 = 〈F, v〉,∀v ∈ V} (2.17)
No caso de condic¸o˜es de contorno na˜o homogeˆneas em Γu, o campo das taxas de
deformac¸a˜o ε˙ e´ dito compat´ıvel se:
ε˙ = Dv, ∀v ∈ u+ V (2.18)
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As prescric¸o˜es na˜o homogeˆneas em Γu fazem com que o espac¸o das velocidades seja uma
variedade afim, V de V , conforme 2.1. Tem-se assim a forma restrita pelos v´ınculos do
princ´ıpio das poteˆncias virtuais
〈σ,Dv〉 = 〈FAtiva, v〉, ∀v ∈ V (2.19)
Quanto a`s reac¸o˜es, elas da˜o poteˆncia nula para os movimentos ortogonais aos v´ınculos
〈R, v〉 = 0, ∀v ∈ V (2.20)
2.3 Relac¸o˜es constitutivas
2.3.1 Conceitos termodinaˆmicos ba´sicos
As relac¸o˜es constitutivas sa˜o usualmente abordadas atrave´s do enfoque da ter-
modinaˆmica dos meios cont´ınuos, atrave´s do me´todo dos estados locais, para que se
garanta a consisteˆncia f´ısica das mesmas e para que se obtenha um formalismo ade-
quado aos me´todos da ana´lise funcional. Aqui, as relac¸o˜es constitutivas teˆm a ver
apenas com materiais elastopla´sticos sujeitos a processos independentes do tempo. A
varia´vel tempo comparece apenas com um cara´ter definidor das sequ¨eˆncias de eventos.
Leis da Termodinaˆmica
A termodinaˆmica dos meios cont´ınuos permite expressar localmente a primeira
lei da termodinaˆmica como:
e˙ = σ : ε˙+ r − div q (2.21)
onde:
e e´ a energia interna espec´ıfica (por unidade de volume).
σ e´ o tensor de tenso˜es de Cauchy.
ε˙ e´ o tensor taxa de deformac¸o˜es em pequenas deformac¸o˜es.
r e´ a densidade volume´trica de produc¸a˜o interna de calor.
q e´ o vetor fluxo de calor atrave´s da superf´ıcie do corpo.
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A segunda lei da termodinaˆmica por sua vez, exige que nos processos termodi-
namicamente admiss´ıveis a taxa de produc¸a˜o de entropia seja maior ou igual a` taxa de
aquecimento dividida pela temperatura. Localmente isso e´ expresso como:
s˙ > 1
Θ




s e´ a densidade de entropia
Θ e´ a temperatura absoluta (Θ > 0)
Assim, combinando-se 2.21 com 2.22 obte´m-se:
σ : ε˙+Θs˙− e˙− 1
Θ
q∇Θ > 0 (2.23)
Definindo-se a energia livre espec´ıfica de Helmoltz como:
W = e−Θs (2.24)
enta˜o,
W˙ = e˙− sΘ˙− s˙Θ (2.25)
e
e˙ = W˙ + sΘ˙ + s˙Θ (2.26)
substituindo-se, 2.26 em 2.23, obtem-se:
σ : ε˙− W˙ − sΘ˙− 1
Θ
q∇Θ > 0 (2.27)
similar a` desigualdade de Clausius-Duhem, que engloba em uma expressa˜o os dois
princ´ıpios da termodinaˆmica. A u´ltima parcela desta desigualdade e´ chamada dis-
sipac¸a˜o te´rmica, e tem que ser sempre maior ou igual a zero pois indica a direc¸a˜o em
que se da´ a transfereˆncia de calor.
dterm = − 1
Θ
q∇Θ > 0 (2.28)
Isto acarreta que a soma das demais parcelas, dita dissipac¸a˜o mecaˆnica (ou dissipac¸a˜o
intr´ınseca), χ, tambe´m tem que ser maior ou igual a zero. Esta e´ a parcela que tem a
ver com o comportamento mecaˆnico do material.
χ = σ : ε˙− W˙ − sΘ˙ > 0 (2.29)
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No caso dos processos isote´rmicos, Θ na˜o varia localmente com o tempo e portanto
Θ˙ = 0 (as distribuic¸o˜es de calor que sera˜o tratadas neste trabalho sera˜o estaciona´rias).
Assim a dissipac¸a˜o se torna:
χ = σ : ε˙− W˙ > 0 (2.30)
2.4 Varia´veis de estado
O me´todo dos estados locais postula que o estado termodinaˆmico de um meio
material em um certo ponto, em um dado instante, pode ser completamente definido
pelo conhecimento dos valores de um certo nu´mero de varia´veis, que so´ dependem neste
instante, do ponto considerado (Lemaitre e Chaboche, 1990), p.57. Na˜o estando envol-
vidas as derivadas temporais das varia´veis, isto implica que toda evoluc¸a˜o de um estado
para outro sera´ considerada como uma sucessa˜o de estados de equil´ıbrio. Excluem-se
assim da teoria os fenoˆmenos nos quais a escala de tempo de evoluc¸a˜o e´ da mesma or-
dem de grandeza do tempo necessa´rio para que seja atingido o equil´ıbrio te´rmico. Se a
cada instante da evoluc¸a˜o a desigualdade de Clausius-Duhem for satisfeita, o processo
sera´ termodinamicamente admiss´ıvel.
Nos fenoˆmenos ela´sticos, no caso isote´rmico, revers´ıvel a cada instante, a varia´vel
adequada para a definic¸a˜o do estado e´ o tensor deformac¸a˜o revers´ıvel, cinematicamente
compat´ıvel. Por sua vez, nos fenoˆmenos irrevers´ıveis da plasticidade com encruamento,
as varia´veis adequadas para traduzir o estado interno do material (densidade de dis-
cordaˆncias, intertravamento entre as discordaˆncias, etc) sa˜o tensores que definem as de-
formac¸o˜es irrevers´ıveis, cinematicamente na˜o compat´ıveis. Os fenoˆmenos irrevers´ıveis
abrangem a dissipac¸a˜o da energia sob forma de calor, mas tambe´m a estocagem irre-
vers´ıvel de energia no interior do material por mudanc¸as na sua estrutura.
Para que se respeite o princ´ıpio da objetividade (invariaˆncia em relac¸a˜o ao ob-
servador), as varia´veis utilizadas teˆm sempre o cara´ter escalar ou tensorial.
Sera´ considerado o modelo de material standard generalizado (Halphen e Nguyen,
1975, Maugin, 1992) em pequenas deformac¸o˜es e processos isote´rmicos (Θ˙ = 0).
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Sendo:
ε a deformac¸a˜o total
εe a deformac¸a˜o ela´stica
εp a deformac¸a˜o pla´stica
β a varia´vel interna, irrevers´ıvel, de encruamento
ω a varia´vel interna, revers´ıvel, de encruamento
σ o tensor tensa˜o de Cauchy
A a forc¸a termodinaˆmica associada a β (back-stress)
para o caso, plasticidade com encruamento cinema´tico, sera˜o consideradas as seguintes
varia´veis de estado, generalizadas:
ε = (ε, 0) e´ a deformac¸a˜o generalizada
εe = (εe, ω) e´ a deformac¸a˜o revers´ıvel generalizada
εp = (εp, β) e´ a deformac¸a˜o irrevers´ıvel generalizada
σ = (σ,A) e´ a tensa˜o generalizada
varia´veis de estado, que de forma resumida ficam:




Admitindo-se a decomposic¸a˜o aditiva das deformac¸o˜es, tem-se em virtude das
definic¸o˜es anteriores:
ε = εe + εp (2.31)
acarretando:
ε = εe + εp (2.32)
0 = ω + β (2.33)
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A relac¸a˜o cinema´tica e´ escrita na forma






onde D e´ o operador de deformac¸o˜es com as varia´veis generalizadas.
2.5 Leis de estado
As leis de estado sa˜o derivadas de potenciais termodinaˆmicos adequados. Pode-
se escolher como potencial a energia livre de Helmoltz pois ela depende das varia´veis
observa´veis e internas envolvidas. Assim (Lubliner, 1990):
W = W (εe, εp) = W (εe) +W (εp) = W (εe, ω) +W (εp, β) (2.36)
De 2.33, tem-se ω = −β
Assim:
W = W (εe) +W (α) = W (εe,α) = W (ε− εp,α) = W (ε,α) (2.37)
onde α = (εp, β) e´ a lista das varia´veis referentes aos processos irrevers´ıveis.
A dissipac¸a˜o intr´ınseca e´ obtida a partir da termodinaˆmica dos processos irre-
vers´ıveis com Θ˙ = 0:
χ = σ · ε− W˙ > 0 (2.38)
mas,
W˙ = (∇εeW ) · ε˙e + (∇αW ) · α˙ (2.39)
Assim:
χ = σ · ε˙− (∇εeW ) · ε˙e − (∇αW ) · α˙ > 0 (2.40)
Nos processos revers´ıveis α˙ = 0, ε˙ = ε˙e e σ = σ. Assim:
(σ −∇εeW ) · ε˙e > 0 (2.41)
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Como a partir do estado atual a evoluc¸a˜o pode se dar com ε˙e maior, menor ou igual a
zero, para que 2.41 permanec¸a va´lida, e´ necessa´rio que
(σ −∇εeW ) = 0 (2.42)
ou
σ = ∇εeW (2.43)
que e´ a primeira lei de estado.
Chamando em 2.40:
A = −∇αW (2.44)
tem-se a segunda lei de estado.
O potencial energia livre e seu dual relacionam-se por uma transformac¸a˜o de
Fenchel:
W c(σ,A) = sup
εe∗,β∗
[σ · εe∗ − A · β∗ −W (εe∗, β∗)] (2.45)
W (εe, β) = sup
σ∗,A∗
[σ∗ · εe − A∗ · β −W c(σ∗, A∗)] (2.46)
As leis de estado podem ser sintetizadas,
(σ,A) = ∇W (ε− εp,−β) (2.47)
(εe,−β) = ∇W c(σ,A) (2.48)
Em 2.36 esta´ assumido o desacoplamento da func¸a˜o energia livre em relac¸a˜o a εe e β.
Supondo o potencial energia livre, quadra´tico:
W (εe, β) =
1
2
IEεe · εe + 1
2
IHβ · β (2.49)
as leis de estado assumem a forma linear
σ = IEεe (2.50)
e
A = −IHβ (2.51)
com IE e IH constantes.
Em varia´veis generalizadas,







Com as equac¸o˜es de estado, considerando 2.31 e voltando na equac¸a˜o 2.40, pode-
se escrever a dissipac¸a˜o por unidade de volume:
χ = σ · dp + A · β˙ (2.54)
chamando-se daqui por diante, como usual, dp = ε˙p .
2.6 Leis de evoluc¸a˜o
Um material standard admite um potencial de dissipac¸a˜o que e´ convexo em
relac¸a˜o a`s varia´veis de fluxo e pode depender tambe´m do valor atual destas varia´veis,
o que na˜o sera´ considerado aqui. Assim,
χ = χ(dp, β˙) (2.55)
A condic¸a˜o de admissibilidade pla´stica e´:
(σ,A) ∈ P (2.56)
onde P e´ o conjunto das tenso˜es plasticamente admiss´ıveis.
O princ´ıpio da dissipac¸a˜o ma´xima de Hill define o potencial de dissipac¸a˜o:
χ(dp, β˙) = sup
(σ∗,A∗)∈P
(σ∗ · dp + A∗ · β˙) (2.57)
A func¸a˜o dissipac¸a˜o e´ a func¸a˜o suporte do conjunto P , convexa (na˜o estritamente),
positiva, homogeˆnea de primeiro grau com mı´nimo em χ(0, 0) = 0 e na˜o diferencia´vel
neste ponto.
Pode se utilizar a func¸a˜o indicatriz de P , de modo a se penalizar os pontos do
espac¸o das tenso˜es na˜o pertencentes a P , func¸a˜o indicatriz esta, definida como:
IP (σ,A) :=

0 se (σ,A) ∈ P
+∞ se (σ,A) 6∈ P
(2.58)
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Assim, pode-se escrever a dissipac¸a˜o:
χ(dp, β˙) = sup
(σ∗,A∗)
{σ∗ · dp + A∗ · β˙ − IP (σ,A)} (2.59)
Ale´m disso, 2.59 pode ser vista como uma transformada de Legendre-Fenchel onde a
func¸a˜o conjugada e´ a indicatriz de P . Assim, o potencial conjugado da dissipac¸a˜o e´:
χc(σ,A) := IP (σ,A) (2.60)
Se o potencial dissipac¸a˜o fosse Fre´chet diferencia´vel as leis de evoluc¸a˜o seriam derivadas
dele em estrita analogia com as leis de estado. Na˜o sendo χ Fre´chet diferencia´vel, vale
a relac¸a˜o:
(σ,A) ∈ ∂χ(dp, β˙) (2.61)
onde, ∂χ representa o conjunto subdiferencial de χ, conjunto este definido pela relac¸a˜o:
χ∗(dp, β˙)− χ(dp, β˙) > (σ,A) · [(dp, β˙)∗ − (dp, β˙)] (2.62)
A` luz da ana´lise convexa, o princ´ıpio da dissipac¸a˜o ma´xima equ¨ivale tambe´m a:
(σ,A) = arg sup
(σ∗,A∗)∈P
(σ∗ · dp + A∗ · β˙) (2.63)
NP (σ,A) := ∂IP (σ,A) (2.64)
(dp, β˙) ∈ NP (σ,A) (2.65)
ou
(σ) ∈ P (2.66)
(σ − σ∗) · dp + (A− A∗) · β˙ > 0 ∀ (σ∗, A∗) ∈ P (2.67)
onde NP (σ,A) e´ o cone das normais a P em (σ,A), sendo necessa´rio ainda que seja
obedecida a condic¸a˜o de consisteˆncia:
σ˙ · dp + A˙ · β˙ = 0 (2.68)
A condic¸a˜o de admissibilidade pla´stica 2.56 e´ equivalente a
f(σ,A) 6 0 (2.69)
onde f e´ a func¸a˜o de escoamento. No caso do crite´rio de von Mises, f e´ unimodal e
regular e para os materiais standard generalizados 2.65 pode ser substitu´ıda por:
(dp, β˙) = λ˙∇f(σ,A) (2.70)
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com as condic¸o˜es de complementaridade
λ˙f(σ,A) = 0 f(σ,A) 6 0 λ˙ > 0 (2.71)
e mais a condic¸a˜o de consisteˆncia 2.68, acarretando:
λ˙f˙ = 0 (2.72)
onde λ˙ , chamado multiplicador pla´stico, e´ uma taxa que pode ser obtida a partir
de uma condic¸a˜o de otimalidade (problema de Khun-Tucker) relativa ao problema de
otimizac¸a˜o 2.63 (Runesson, 1999) p.89 ou obtida a partir da condic¸a˜o de consisteˆncia
2.68.
2.7 Equac¸o˜es para elasticidade linear isotro´pica e
encruamento cinema´tico linear
Seja σm a parcela esfe´rica e S := σ
dev a parcela desviadora do tensor tensa˜o σ.
σm := 3Kε
esf (2.73)
S := 2Gεdev (2.74)















O mo´dulo de encruamento linear de Prager H pode ser definido como:
H := 2Gh (2.77)
podendo portanto ser expresso como uma frac¸a˜o de E .
O desacoplamento entre a elasticidade e a parcela ela´stica do encruamento esta´
expresso no potencial energia livre 2.49. Sendo os potenciais quadra´ticos, as leis de
estado sa˜o lineares . O potencial ela´stico pode ser expresso como:




O potencial relativo a` parcela revers´ıvel do encruamento tem o mesmo formato,
W (β) = Gh‖βdev‖2 + 1
2
Kh(trβ)2 (2.79)
Destes potenciais, resultam as leis de estado lineares 2.50 e 2.51, que podem ser escritas:
σ = S + σm = 2Gε
dev + 3Kεesf (2.80)
e
A = Adev + Am = −(2Ghβdev + 3Khβesf ) (2.81)
Utilizando-se os operadores de projec¸a˜o das tenso˜es no subespac¸o das tenso˜es desvia-
doras, Pdev e no subespac¸o das tenso˜es esfe´ricas, Pesf , definidos por:
Pdev := II − 1
3
1 ⊗ 1 (2.82)
Pesf := 1
3
1 ⊗ 1 (2.83)
onde II e´ o tensor identidade de quarta ordem e 1 e´ o tensor identidade de segunda
ordem, pode-se escrever:
σ := (2GPdev + 3KPesf )ε (2.84)
A := −(2GhPdev + 3KhPesf )β (2.85)
Enta˜o, em 2.50 e 2.51 tem-se:
IE = 2GPdev + 3KPesf (2.86)
e
IH = 2GhPdev + 3KhPesf (2.87)
que, tendo em vista 2.77, fica:
IH = −(HPdev + 3KhPesf ) (2.88)
Finalmente, as leis de estado ficam:
σ := IEε (2.89)
e
A := −IHβ (2.90)
com
IH = αIE (2.91)




Quando um corpo e´ submetido a um programa qualquer de cargas varia´veis fini-
tas, o limite de escoamento do material que o constitui pode ser ultrapassado em alguns
dos seus pontos. Quando isto ocorre, trabalho pla´stico e´ realizado e a correspondente
energia e´ dissipada sob forma de calor com o correspondente dano a` micro estrutura
do material. Na descarga, devido a`s deformac¸o˜es na˜o compat´ıveis surgidas quando do
carregamento, restara´ no corpo um campo de tenso˜es residuais. Num carregamento
subsequ¨ente, estas tenso˜es residuais podem restringir eventuais fluxos pla´sticos, im-
pondo consequentemente restric¸o˜es ao trabalho pla´stico adicional.
Pode ocorrer portanto que, num programa com cargas varia´veis contidas em um
certo domı´nio finito, uma estrutura, apo´s inicialmente ter pontos atingindo o domı´nio
pla´stico, apresente apo´s alguns ciclos de carga, um campo de tenso˜es residuais tal que
impec¸a posteriores fluxos pla´sticos em todos os seus pontos, para todos os carrega-
mentos contidos naquele domı´nio de carga. Neste caso dizemos que a estrutura se
acomodou ou se adaptou elasticamente, significando isso que, da´ı por diante, para to-
dos os efeitos, ela apresentara´ um comportamento ela´stico para todos os programas de
carregamento poss´ıveis, contidos naquele domı´nio de cargas.
Aqui o termo colapso deve ser entendido na˜o somente como a possibilidade de
deformac¸o˜es ilimitadamente crescentes, mas tambe´m como a possibilidade de trabalho
pla´stico ilimitado.
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3.1 Definic¸a˜o de acomodac¸a˜o ela´stica
O conceito mais abrangente de colapso assinalado acima, surge devido a, no caso
de carregamentos varia´veis, o acu´mulo ou a alternaˆncia de deformac¸o˜es pla´sticas poder
conduzir a um trabalho pla´stico ilimitado e assim a` ruptura do corpo.






χ dβ dt˜ (3.1)
ocorrera´ o processo de acomodac¸a˜o ela´stica quando o trabalho pla´stico for limitado:
lim
t→∞
W p(t) 6∞ (3.2)
Uma outra forma de enfocar a acomodac¸a˜o ela´stica, diz respeito a` constaˆncia
no tempo, dos campos de tenso˜es residuais. A cada carregamento que acarrete fluxos
pla´sticos em pontos da estrutura, novas deformac¸o˜es na˜o compat´ıveis e portanto no-
vos campos de tenso˜es residuais va˜o sendo gerados. Se a partir de certo instante os
campos de tenso˜es residuais na˜o mais se modificarem, isto significa enta˜o que novos
fluxos pla´sticos na˜o esta˜o ocorrendo o que e´ equivalente a dizer que a estrutura pas-
sou a comportar-se elasticamente, ou seja, acomodou-se. Assim, seja σE(t) o campo
de tenso˜es ela´sticas que surgiria em um corpo fict´ıcio de comportamento puramente
ela´stico submetido a um carregamento varia´vel F (t). Por outro lado, seja σ(t) a tensa˜o
que surge num corpo real, sob o mesmo carregamento. As condic¸o˜es de equil´ıbrio sin-
tetizadas no princ´ıpio da poteˆncia virtuais 2.4, sa˜o para o corpo real e para o corpo
ela´stico fict´ıcio,
〈σ(t),Dv〉 = 〈F (t), v〉 ∀v ∈ V (3.3)
〈σE(t),Dv〉 = 〈F (t), v〉 ∀v ∈ V (3.4)
subtraindo-se 3.4 de 3.3, como o carregamento e´ o mesmo, resulta:
〈σ(t)− σE(t),Dv〉 = 0 , ∀v ∈ V (3.5)
e assim, σ(t)−σE(t) e´ um campo de tenso˜es em equil´ıbrio com um carregamento nulo,
ou seja um campo de tenso˜es autoequilibrado ou residual. Chamando Sr o espac¸o das
tenso˜es residuais,






enta˜o as tenso˜es no corpo real diferira˜o assintoticamente das tenso˜es num corpo ela´stico,
por um campo de tenso˜es residuais de valor constante, o que equ¨ivale a uma estabi-
lizac¸a˜o segura, com o corpo passando a se comportar elasticamente.
3.2 Domı´nio das cargas varia´veis
Como enfatizado no Cap´ıtulo 1, a histo´ria dos carregamentos e´ quase sempre
desconhecida ou indeterminada. Contudo os valores extremos atingidos pelos carrega-
mentos mecaˆnicos e te´rmicos sa˜o geralmente bem determinados.
O dado ba´sico para uma ana´lise de adaptac¸a˜o ela´stica e´ a faixa de variac¸a˜o
dos carregamentos definida por seus valores extremos, esta simplicidade sendo uma de
suas maiores vantagens. No espac¸o das cargas este domı´nio e´ suposto fechado, convexo
e limitado. Sera´ assumido aqui que ele e´ tambe´m polie´drico. Todas as histo´rias de
carga poss´ıveis, c´ıclicas ou na˜o, estara˜o contidas neste domı´nio de cargas, ∆0. Visando
uma abordagem unificada que possa incluir os carregamentos te´rmicos e considerar as
tenso˜es geradas por deslocamentos impostos (Pycko e Ko¨nig, 1992), e´ mais conveni-
ente que se defina o carregamento na˜o pelas cargas mas pelas tenso˜es que as cargas
tanto mecaˆnicas quanto te´rmicas geram num corpo fict´ıcio ilimitadamente ela´stico.
No espac¸o das tenso˜es um outro domı´nio, ∆E fica portanto definido. Sendo ∆0, o
domı´nio das cargas, um poliedro convexo, os campos de tenso˜es ela´sticas relativas aos
seus ve´rtices determinam no espac¸o das tenso˜es os ve´rtices de ∆E que sera´ tambe´m
um poliedro convexo. Qualquer ponto do seu interior e´ uma combinac¸a˜o convexa dos
ve´rtices. Caso a haja uma dependeˆncia entre os carregamentos e esta seja na˜o linear,
sera´ necessa´ria a discretizac¸a˜o da func¸a˜o que define o acoplamento das cargas. Por
isso, e´ mais conveniente que se considere o desacoplamento total dos carregamentos
definindo-se em cada ponto do corpo um outro domı´nio convexo no espac¸o das tenso˜es.
Seja um determinado ponto gene´rico do corpo, x. Se for considerado o valor que
cada campo de tenso˜es assume neste ponto, e´ poss´ıvel definir com os valores extremos
31
assumidos pelas tenso˜es um envelope local de tenso˜es em x, no caso, ∆(x).
∀x ∈ B, ∆(x) := {σE(x) | σE ∈ ∆E} (3.8)
ou,
∆ := {σ | σ(x) ∈ ∆(x), ∀x ∈ B} ⊃ ∆E (3.9)
Em cada x ∈ B, seja qual for o programa de carga, as tenso˜es ela´sticas neste
ponto estara˜o contidas em ∆, convexo e limitado. Se σ ∈ ∆ , a ma´xima poteˆncia para




que e´ a func¸a˜o suporte do domı´nio ∆, sublinear, ou seja convexa e positivamente
homogeˆnea de primeiro grau e que sempre tem valores positivos pois ∆ e´ convexo e
limitado.
Sendo a func¸a˜o indicatriz de ∆
I∆(σ) :=
0 para σ ∈ ∆+∞ para σ /∈ ∆ (3.11)
enta˜o,
χ(dP ) = sup
σ
[〈σ, dp〉 − I∆(σ)] (3.12)
Note-se das definic¸o˜es de envelope local, que as tenso˜es σ ∈ ∆ na˜o esta˜o asso-
ciadas a nenhum campo ela´stico de tenso˜es definido no corpo, da´ı sendo ∆ chamado
de envelope local desacoplado de tenso˜es. O nu´mero de ve´rtices no contorno de ∆ e´
menor ou igual ao nu´mero de ve´rtices de ∆E e isso pode acarretar vantagens do ponto
de vista computacional. Este fato pode ou na˜o ser considerado, dependendo do esforc¸o
computacional para um pre´ processamento que exclua os pontos interiores de ∆ que
correspondem a ve´rtices de ∆E. O convexo ∆, no que se refere aos carregamentos, e´ o
u´nico dado para a ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica.
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3.3 Condic¸o˜es para a acomodac¸a˜o ela´stica
O estudo da acomodac¸a˜o ela´stica das estruturas remonta aos trabalhos de Bleich
em 1932 e de Melan em 1938. O teorema de Bleich-Melan fornece a condic¸a˜o sufici-
ente para que um corpo de material ela´stico idealmente pla´stico possa se acomodar
elasticamente no sentido de trabalho pla´stico ser limitado.
3.3.1 Teorema de Bleich-Melan - condic¸a˜o suficiente para a
acomodac¸a˜o ela´stica
O teorema pode ser enunciado: “Se existir um campo de tenso˜es residuais inde-
pendente do tempo σr, um escalar m > 1 e um instante t0 tais que, as tenso˜es ela´sticas
σE produzidas pelo programa de carga agindo num corpo de refereˆncia ilimitadamente
ela´stico, quando amplificadas pelo fator m e superpostas ao campo σr, resultarem
plasticamente admiss´ıveis para qualquer t > t0, enta˜o W
P <∞ e o corpo se acomoda
elasticamente”. Se,
∃σr ∈ Sr,m > 1 e t > t0 tais que : mσ(t) + σr ∈ P, ∀t > t0, enta˜o W P <∞
(3.13)
Com relac¸a˜o a qualquer histo´ria de carga cujas tenso˜es ela´sticas em um corpo ili-
mitadamente ela´stico pertencerem ao domı´nio de tenso˜es ∆E, o corpo se acomodara´
elasticamente se:
∃σr ∈ Sr,m > 1 tais que : m∆E + σr ∈ P, ∀σE ∈ ∆E (3.14)
Se for considerado o envelope local desacoplado para as tenso˜es, independente-
mente de serem tenso˜es que ocorram simultaneamente, enta˜o a acomodac¸a˜o ela´stica
ocorrera´ se existir um campo de tenso˜es residuais independente do tempo σr ∈ Sr e
um escalar m > 1 tais que para cada x ∈ B,
m∆+ σr ⊂ P (3.15)
Assim, para qualquer histo´ria de tensa˜o em ∆, majorado este domı´nio por um fator
m, existira´ uma tensa˜o residual independente do tempo que induz a admissibilidade
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pla´stica no ponto. Com isso, durante a resoluc¸a˜o nume´rica a verificac¸a˜o da admissibi-
lidade pla´stica pode ser feita ponto a ponto, de forma desacoplada.
3.3.2 Teorema de Koiter - condic¸a˜o de na˜o adaptac¸a˜o ela´stica
O teorema de Koiter mostra que a condic¸a˜o 3.14 e´ tambe´m necessa´ria pois pode
ser enunciado como: “Se na˜o existir uma distribuic¸a˜o de tenso˜es residuais independen-
tes do tempo, tal que somada a`s tenso˜es ela´sticas resulte em todos os pontos do corpo
em tenso˜es plasticamente admiss´ıveis para todas as histo´rias de carga poss´ıveis, enta˜o
o corpo na˜o se adaptara´ elasticamente”.
Para um domı´nio ∆, se para algum m > 0 na˜o existir um campo de tenso˜es
residuais σr ∈ Sr tal que σr +m∆ ⊂ P , enta˜o para este domı´nio amplificado o corpo
na˜o se adaptara´ elasticamente. Neste caso existe algum programa de carga σE(t)
inteiramente contido em m∆ para o qual alguma resposta elastopla´stica na˜o tendera´ a`
estabilizac¸a˜o.
3.4 Princ´ıpios variacionais para a acomodac¸a˜o ela´stica
De relevaˆncia pra´tica e´ o conhecimento de qual a maior amplificac¸a˜o poss´ıvel
do domı´nio ∆ para a qual a estrutura ainda se acomoda elasticamente. Seja µ esta
amplificac¸a˜o. Enta˜o µ sera´ o supremo do conjunto dos amplificadores m. Se µ∗ < µ(∆),
enta˜o em todos os programas de carga pertencentes a µ∗(∆) a estrutura se acomoda
elasticamente. Se µ∗ > µ(∆), enta˜o existe ao menos um programa de carga em µ∗(∆)
para o qual a estrutura na˜o se acomoda elasticamente.
3.4.1 Princ´ıpio esta´tico
O princ´ıpio esta´tico adve´m diretamente do teorema de Melan e e´ expresso, por:
µ := sup
(µ∗,σr)∈R×W ′
{µ∗ > 0 | µ∗∆+ σr ⊂ P, σr ∈ Sr} (3.16)
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No espac¸o das tenso˜es a condic¸a˜o 3.16 equ¨ivale geometricamente a se ampliar o domı´nio
de tenso˜es ∆ por um fator µ e achar um campo σr invaria´vel no tempo, que desloque
este domı´nio amplificado ate´ que ele fique estritamente contido no domı´nio P .
3.4.2 Princ´ıpio misto
A u´ltima restric¸a˜o no princ´ıpio esta´tico pode ser eliminada, introduzindo-a na
func¸a˜o objetivo como uma penalizac¸a˜o. Para isto, o conceito de func¸a˜o indicatriz do
conjunto Sr das tenso˜es residuais pode ser utilizado:
ISr(σ) =
0 se σ ∈ S
r
∞ se σ /∈ Sr
(3.17)
No caso do conjunto das tenso˜es residuais, a func¸a˜o
ISr(σ) = − inf
v∈V
〈σ,Dv〉 (3.18)
pode desempenhar esee papel pois se σr ∈ Sr o ı´nfimo e´ zero pois 〈σr,Dv〉 = 0,∀v ∈ V
e se σr na˜o for residual, enta˜o se 〈σ,Dv〉 > 0, 〈σ,D(−αv)〉 = −α〈σ,Dv〉 e se α → ∞,
enta˜o −α〈σ,Dv〉 → −∞. Assim,
− inf
v∈V
〈σ,Dv〉 → ∞ (3.19)







〈σ,Dv〉 | µ∗∆+ σ ⊂ P
}
(3.20)





{µ∗ + 〈σ,Dv〉 | µ∗∆+ σ ⊂ P} (3.21)
Em geral sup inf 6 inf sup. Se forem atendidas certas restric¸o˜es da teoria min-max
da ana´lise convexa com relac¸a˜o a` func¸a˜o objetivo e aos domı´nios, tem-se a dualidade
forte, ou seja, o “gap”de dualidade e´ nulo (Zouain, 2004). Se este for o caso, enta˜o,











{µ∗ + 〈σ,Dv〉 | (µ∗∆+ σ) ⊂ P} (3.23)




3.5 Considerac¸a˜o das cargas na˜o varia´veis e da va-
riac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a tempe-
ratura
Obtidos os princ´ıpios variacionais a partir do teorema de Melan, pode-se pensar
em estender o teorema para possibilitar o tratamento de situac¸o˜es mais real´ısticas.
Inicialmente sera˜o consideradas duas extenso˜es ja´ feitas ao teorema de Melan, e que
se deseja, sejam mantidas aqui. A saber, a considerac¸a˜o de carregamentos fixos (na˜o
varia´veis) agindo conjuntamente com os carregamentos varia´veis e a considerac¸a˜o da
variac¸a˜o com a temperatura das tenso˜es de escoamento.
3.5.1 Cargas fixas
Seja σF o campo de tenso˜es ela´sticas correspondente a uma carga fixa (que na˜o
varia) e que esteja presente simultaneamente com as cargas varia´veis. Este campo de
tenso˜es na˜o e´ amplificado como os campos σE ∈ ∆E das tenso˜es associadas a`s cargas
varia´veis. A acomodac¸a˜o ela´stica fica garantida para um domı´nio de cargas ∆ na
presenc¸a de σF se existir um campo de tenso˜es residuais independente do tempo σr e
um escalar m > 1 tais que:
σF +m∆+ σr ⊂ P (3.25)
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E´ assumido que para cada carga contida em m∆, existe ao menos uma distribuic¸a˜o
de tensa˜o residual que induz a admissibilidade pla´stica. Essa e´ uma condic¸a˜o mais
restritiva (Kamenjarzh, 1996) p.384 do que sem a presenc¸a de σF .
3.5.2 Variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a temperatura
Quanto a` variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a temperatura, inicialmente
considere-se a lista de varia´veis internas referente aos processos irrevers´ıveis, α ≡
(εp, β, θ).
No que diz respeito a`s varia´veis duais temperatura e entropia, segue-se aqui,
Borino (2000) p.3126, que considera θ na˜o a temperatura absoluta mas uma tempera-
tura relativa, vinculada ao fenoˆmeno irrevers´ıvel em considerac¸a˜o e a entropia s como
composta de duas parcelas: se que se relaciona a` temperatura por meio do gradiente
da energia livre e sp cuja taxa s˙p corresponde a` variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com









θ(x) · s˙p(x)dB (3.27)
Enta˜o o potencial de dissipac¸a˜o fica:
χ(dp, β˙, θ) := sup
(σ,A,θ)∈P
(
〈σ, dp〉+ 〈A, β˙〉+ 〈θ, s˙p〉
)
(3.28)
resultando nas equac¸o˜es de fluxo:
dp = λ˙∇σf(σ,A, θ) (3.29)
β˙ = λ˙∇Af(σ,A, θ) (3.30)
s˙p = λ˙∇θf(σ,A, θ) (3.31)
λ˙f(σ,A, θ) = 0 (3.32)
f(σ,A, θ) 6 0 (3.33)
λ˙ > 0 (3.34)
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Assim, a acomodac¸a˜o ela´stica de um corpo elastopla´stico com encruamento, carrega-
mento fixo e com as tenso˜es de escoamento dependentes da temperatura, fica garantida
para o domı´nio de carga ∆ se: ∃m > 1, σr ∈ Sr e A, tais que
(σF +mσ + σr, A, T F +mT ) ∈ P, ∀(σ,A, T ) ∈ ∆ (3.35)
onde T e´ uma varia´vel tensa˜o, proporcional a` diferenc¸a entre a temperatura relativa θ
e a sua temperatura de refereˆncia θ0.
3.6 Princ´ıpios variacionais para a acomodac¸a˜o ela´stica
com a considerac¸a˜o das cargas fixas e da va-
riac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a tempe-
ratura
Com as considerac¸o˜es feitas os princ´ıpios variacionais podem ser escritos, abstendo-












µ∗ + 〈σ,Dv〉 | (σF + µ∗∆+ σ, T F + µ∗T ) ⊂ P} (3.37)













µ∗ + 〈σ,Dv〉 | (σF + µ∗∆+ σ, T F + µ∗T ) ⊂ P} (3.39)




3.7 Problema discreto de acomodac¸a˜o ela´stica
A soluc¸a˜o exata obtida a partir dos princ´ıpios variacional esta´tico 3.36, misto
3.38 e cinema´tico 3.40 e´ exatamente a mesma. Definidos os princ´ıpios variacionais
da adaptac¸a˜o ela´stica, em espac¸os de func¸o˜es para um corpo cont´ınuo, com vistas
a`s aplicac¸o˜es nume´ricas, eles devem ser discretizados. Neste caso, ao se passar de um
espac¸o de dimensa˜o infinita para um de dimensa˜o finita, a soluc¸a˜o exata estara´ perdida,
mas uma aproximac¸a˜o dela pode ser obtida. O domı´nio ∆E e´ no espac¸o das tenso˜es um
poliedro convexo e por isso a sua definic¸a˜o pode ser feita de forma discreta, tomando
como dados dos carregamentos, apenas os ve´rtices de ∆E. As func¸o˜es presentes nos
princ´ıpios variacionais devem ser aproximadas a partir de um nu´mero finito de func¸o˜es
de base. Isto pode ser feito atrave´s de interpolac¸o˜es com elementos finitos.
3.7.1 Interpolac¸o˜es com Elementos Finitos
Para se obter uma soluc¸a˜o aproximada do problema da acomodac¸a˜o ela´stica,
introduzem-se interpolac¸o˜es usando elementos finitos correspondentes a` discretizac¸a˜o
espacial do corpo cont´ınuo B. Num corpo discretizado, as condic¸o˜es de admissibilidade
pla´stica tem que ser impostas em um conjunto discreto de p pontos do corpo {xj; j = 1 :
p}. Isto sera´ feito tomando-se os no´s da malha de elementos finitos com nel elementos
triangulares nos quais as tenso˜es sera˜o interpoladas linearmente. Em cada um dos p
pontos de controle, a admissibilidade pla´stica sera´ verificada para os n` ve´rtices de ∆.
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Nas aplicac¸o˜es, tubos e vasos de pressa˜o podem frequ¨entemente ser abordados
tirando-se partido da simetria de revoluc¸a˜o. Ocorre que, quando o crite´rio de Mises e´
utilizado juntamente com a lei de normalidade, o campo de taxas de deformac¸a˜o pla´stica
sofre uma restric¸a˜o de incompressibilidade, que equ¨ivale ao campo v satisfazer;
div v = 0, ∀x ∈ B (3.41)
Para exemplificar, considere-se dois casos distintos. Num caso de estado plano de
tenso˜es,
dpz = −(dpx + dpy) (3.42)
dpz pode variar livremente, e logo na˜o e´ imposta, de fato, a restric¸a˜o 3.41.
Pore´m, num caso com simetria de revoluc¸a˜o,
dpz = −(dpr + dpθ) (3.43)
nenhuma componente pode variar livremente, impondo-se com assim a restric¸a˜o de in-
compressibilidade. O mesmo acontece nos casos 3D quando a superf´ıcie de escoamento
e´ um cilindro ilimitado no espac¸o das tenso˜es.
Nos casos em que estas restric¸o˜es cinema´ticas se somam a`s restric¸o˜es geome´tricas
impostas em Γu, a alterac¸a˜o no grau de indeterminac¸a˜o do problema discreto pode
impedir ou tornar imprecisa a soluc¸a˜o nume´rica. Este problema e´ conhecido como
trancamento ou ”locking”. Para contorna´-lo e´ preciso relaxar a condic¸a˜o de incompres-
sibilidade. O uso de elementos finitos mistos ou o me´todo de integrac¸a˜o reduzida sa˜o
alternativas para se enfrentar o problema do trancamento.
Diversos autores, (Huespe, 1990, Borges, 1991, Santiago, 1993, Guerhard, 1996
e Silveira, 1996), ja´ teˆm utilizado, nos casos de simetria de revoluc¸a˜o, na ana´lise limite,
com bons resultados, elementos finitos mistos de velocidade quadra´tica e tensa˜o linear.
Isso acarreta ainda uma vantagem, porque se as tenso˜es sa˜o interpoladas linear-
mente, as tenso˜es no interior de um elemento sera˜o combinac¸o˜es convexas das tenso˜es
nos ve´rtices do elemento. Assim, se for verificada a admissibilidade pla´stica das tenso˜es
nos ve´rtices do elemento, ficara´ automaticamente garantida no modelo discreto a ad-
missibilidade pla´stica em todo o elemento pois P e´ um domı´nio convexo.
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Borges et al. (1996) utilizaram um elemento para o qual as velocidades sa˜o
aproximadas por func¸o˜es de base quadra´ticas, com continuidade C0, a tensa˜o me´dia
e´ aproximada por uma func¸a˜o de base constante e as componentes desviadoras da
tensa˜o sa˜o aproximadas com func¸o˜es de base lineares, sendo que ambas as componen-
tes da tensa˜o, desviadora e me´dia, sa˜o descont´ınuas entre elementos. Compararam
este elemento com o elemento misto similar ao descrito mas no qual a tensa˜o total e´
interpolada linearmente. Em aplicac¸a˜o em ana´lise limite, o elemento com interpolac¸o˜es
independentes para a tensa˜o me´dia e para as componentes desviadoras, ale´m de ser
eficiente para enfrentar o trancamento, forneceu uma melhor estimativa para o fator
de colapso. Guerhard (1996) mostrou tambe´m que as aproximac¸o˜es para as tenso˜es
sa˜o mais suaves. Tendo em vista o uso de elementos mistos nos problemas que sera˜o
tratados aqui e considerando os resultados citados acima e tambe´m as similaridades
entre o algoritmo de soluc¸a˜o que sera´ usado em acomodac¸a˜o ela´stica e aquele usado
no trabalho de Borges et al. (1996), sera´ usado aqui para os casos com simetria de re-
voluc¸a˜o um elemento misto triangular de 6 no´s, com interpolac¸o˜es independentes para
a tensa˜o me´dia e para as componentes desviadoras. Para tensa˜o plana, o elemento a
ser usado e´ tambe´m um elemento misto de 6 no´s com velocidade quadra´tica e tensa˜o
linear pore´m na˜o separada nas suas componentes me´dia e desviadora. Em ambos os
casos, a varia´vel interna de encruamento sera´ interpolada como constante no elemento.
Nos apeˆndices A e B os elementos de tensa˜o plana e axissime´tricos, ja´ incluindo as
varia´veis internas de encruamento, sa˜o mostrados com mais detalhes.
Quanto a`s cargas, seja n` o nu´mero de cargas ba´sicas (mecaˆnicas e te´rmicas).
Se o domı´nio de cargas e´ convexo, enta˜o o envelope local ∆(x) e´ um poliedro convexo.
Dependendo do ponto xj(j = 1 : p) do corpo, este envelope convexo tera´ um nu´mero
de ve´rtices nx 6 n` pois alguns campos de tenso˜es associados a ve´rtices de ∆E, podem
ser estritamente interiores a ∆, em xj.
Por simplicidade todos os valores em ∆ correspondendo a ve´rtices de ∆E cor-
respondera˜o a uma envolto´ria convexa das cargas extremas. Na˜o sera´ feito portanto
um pre´ processamento para a eliminac¸a˜o dos pontos interiores a ∆. Assim, nx = n`.
Usando elementos mistos com tensa˜o linear e descont´ınua, a admissibilidade pla´stica
sera´ verificada em 3 no´s por elemento e logo em p = 3nel pontos do corpo. Neste
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caso, o domı´nio local das tenso˜es varia´veis que e´ um poliedro convexo, sera´ a envolto´ria
convexa de seus n` ve´rtices. Assim, existira˜o m = pn` ve´rtices locais em toda a malha.
∆ = co{σk; k = 1 : m} (3.44)
onde σk e´ o vetor global de tenso˜es representando um ve´rtice de algum ∆(xj) e da´ı
tambe´m um ve´rtice de ∆ (apesar de poder ser estritamente interior a ∆).
3.7.2 Discretizac¸a˜o dos Princ´ıpios Variacionais
A forma discreta da compatibilidade e do equil´ıbrio, sendo B o operador discreto
de deformac¸o˜es, definido nos apeˆndices A e B para os elementos finitos da discretizac¸a˜o
utilizada, fica: ∑
dk = Bv e BTσr = 0 (3.45)
e os princ´ıpios referentes a` formulac¸a˜o de Bleich-Melan se tornam, em dimensa˜o finita,





{µ∗ > 0 | (σF +µ∗σk+σr, T F +µ∗T k) ∈ P k, k = 1,m; BTσr} (3.46)
Princ´ıpio Misto Discretizado






















σ∗ · dk (3.49)
Condic¸o˜es de otimalidade discretas
A soluc¸a˜o dos problemas variacionais 3.46, 3.47 e 3.48 pode ser obtida a partir
das condic¸o˜es de otimalidade da func¸a˜o Lagrangeana:
L(µ, σr, v, dk) = µ+ σr ·Bv −
∑
[(σF + µσk + σr, T F + µT k) · dk − χk(dk)] (3.50)
Zouain (2004) indica essas condic¸o˜es de otimalidade:
BTσr = 0 (3.51)∑
λ˙k∇σf(σF + µσk + σr) = Bv (3.52)∑
λ˙k[σk · ∇σf(σF + µσk + σr) + T k · ∇T f(T F + µT k)] = 1 (3.53)
e, para k=1:m
λ˙kf(σF + µσk + σr, T F + µT k) = 0 (3.54)
f(σF + µσk + σr, T F + µT k) 6 0 (3.55)
λ˙k > 0 (3.56)
A discretizac¸a˜o de qualquer dos treˆs princ´ıpios ou das condic¸o˜es de otimalidade, cor-
responde ao mesmo problema em dimensa˜o finita, assim, com teˆm a mesma soluc¸a˜o
aproximada. Contudo, as aproximac¸o˜es obtidas com os elementos finitos mistos dos
apeˆndices A e B, para os quais a admissibilidade pla´stica e´ imposta estritamente mas
o equil´ıbrio, somente de forma fraca, na˜o permitem que a soluc¸a˜o tenha garantido um
limite inferior ou superior.
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3.7.3 Soluc¸a˜o das condic¸o˜es de otimalidade discretas
Zouain et al. (1993) e Borges et al. (1996) desenvolveram um algoritmo de
otimizac¸a˜o para a soluc¸a˜o do problema de ana´lise limite com func¸o˜es de escoamento
na˜o lineares. Este algoritmo foi estendido depois para a ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica
com func¸o˜es de escoamento na˜o lineares por Zouain et al. (2002) e e´ detalhado nessa
refereˆncia e em Zouain (2004).
Este algoritmo, foi constru´ıdo a partir das condic¸o˜es de otimalidade discreta e
o procedimento sera´ a seguir sucintamente mostrado aqui, acompanhando a exposic¸a˜o
constante nas refereˆncias, somente para que se mantenha a unidade da exposic¸a˜o.
Inicialmente o conjunto das condic¸o˜es de otimalidade e´ escrito de forma matricial.
Para isso, os seguintes vetores e matrizes sa˜o definidos:
λ˙ ∈ Rm, λ˙ := {λk, k = 1 : m}, (3.57)
j ∈ Rm, jk := σk · ∇σf(σF + µσk + σr) + T k · ∇T f(T F + µT k), (3.58)
F ∈ Rm×m, F := diag[(f(σF + µσk + σr, T F + µT k)], (3.59)
G ∈ Rq×m, colkG := ∇σf(σF + µσk + σr) (3.60)
onde diag[f(σF + µσk + σr, T F + µT k)] e´ a matriz com elementos {f(σF + µσk +
σr, T F + µT k); k = 1 : m} na diagonal e zero nas demais posic¸o˜es e colkG e´ a coluna k
da matriz G. As definic¸o˜es acima sa˜o introduzidas nas equac¸o˜es 3.51 ate´ 3.56.
Dado, {σk; k = 1 : m}, resolve-se enta˜o para as inco´gnitas {µ, σr, v, λ˙}, o con-
junto de equac¸o˜es e inequac¸o˜es:
BTσr = 0 (3.61)
Bv − G(µ, σr)λ˙ = 0 (3.62)
1− j(µ, σr)λ˙ = 0 (3.63)
F(σF + µσk + σr, T F + µT k)λ˙ = 0 (3.64)
f(σF + µσk + σr, T F + µT k) 6 0 (3.65)
λ˙k > 0 (3.66)
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onde j(µ, σr), F(µ, σr) e G(µ, σr) sa˜o as matrizes previamente definidas que sa˜o agora
identificadas como func¸o˜es matriciais na˜o lineares das varia´veis inco´gnitas. Todas as











1− j · λ˙
−F λ˙
 (3.67)
E chega-se a` forma compacta do problema:
g(x) = 0 (3.68)
f(σF + µσk + σr, T F + µT k) 6 0 , λ˙k > 0 (3.69)
Cada iterac¸a˜o do algoritmo consiste de uma iterac¸a˜o de Newton para o conjunto de
igualdades 3.68 seguida de uma relaxac¸a˜o e um ajustamento escalar das varia´veis afim
de assegurar a admissibilidade pla´stica, representada por 3.69.
Linearizac¸a˜o das equac¸o˜es
Considere-se agora uma iterac¸a˜o de Newton para a equac¸a˜o vetorial g(x) = 0.
Seja x o valor atual e xnovo o valor na pro´xima iterac¸a˜o, com δx o incremento. Logo,
a iterac¸a˜o realiza a transformac¸a˜o x −→ xnovo = x+ δx , ou, em vista de 3.67,
v −→vnovo (3.70)
σr −→σrnovo = σr = δσr (3.71)
µ −→µnovo = µ+ δµ (3.72)
λ˙ −→λ˙0 (3.73)
A iterac¸a˜o de Newton e´ enta˜o:
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λ˙∇σσf(σF + µσk + σr) ∈ Rq×q (3.76)
b :=
∑




[∇σσf(σF + µσk + σr)σk · σk +∇T T (T F + µT k)(T k)2] ∈ R (3.78)
Λ :=diag(λ˙k) ∈ Rm×m (3.79)
Aplicando-se o passo incremental dado por 3.70 a 3.73, para que se obtenha uma pre-
visa˜o de Newton, resolve-se o sistema linear 3.74, para as inco´gnitas {vnovo, δσr, δµ, λ˙0}.
O sistema 3.74 e´ de grande dimensa˜o mas possui propriedades favora´veis que surgem
da estrutura das matrizes constru´ıdas por meio da te´cnica de elementos finitos. Da´ı,
e´ melhor transformar o sistema tirando partido de suas propriedades do que resolveˆ-lo
por um procedimento geral. Em Zouain et al. (2002) e em Zouain (2004) essa etapa
crucial e´ detalhada, o sistema e´ resolvido e o valor das varia´veis para a iterac¸a˜o seguinte
de Newton, obtido.
Afim de gerar um algoritmo de ponto interior, as restric¸o˜es 3.69 devem ser
impostas ao final de cada iterac¸a˜o. A admissibilidade pla´stica e´ imposta ajustando-se
escalarmente a varia´vel σr e o amplificador de carga µ atrave´s de um fator p. Ale´m
disso, os incrementos δσr e δµ sa˜o multiplicados por um fator de relaxac¸a˜o s, ou seja
3.71 e 3.72 sa˜o substitu´ıdos por:
σr
novo
= pY s Y s = σr + sδσr (3.80)
µnovo = pµs µs = µ+ sδµ (3.81)
O fator de escala p e´ escolhido calculando-se para cada restric¸a˜o de admissibilidade
pla´stica, a ma´xima amplificac¸a˜o que ainda garante a viabilidade no final do passo,
f(σF + µnovoσk + σr
novo
, T F + µnovoT k), e e´ implementada como a seguir:
f(σF + p(µsσ
k + Y s), T F + pµsT k) 6 γff(σF + µσk + σr, T F + µT k) < 0 (3.82)
onde γf e´ um paraˆmetro dado por:




e γ0f ∈ (0, 1) e´ um paraˆmetro de controle prescrito.
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Esta regra evita que qualquer func¸a˜o pla´stica se torne exatamente ativa em
uma u´nica iterac¸a˜o mas podendo se tornar ativa em poucas iterac¸o˜es. O mı´nimo p,
obtido para todos os pontos de controle e para todos os ve´rtices de carga, deve ser
o escolhido. Se uma estimativa µnovo for menor do que a atual, ela sera´ rejeitada,
tentando-se novamente com o ajuste das tenso˜es com um fator de relaxac¸a˜o s menor,
(numa sequ¨eˆncia prescrita, por exemplo, {1, s, s2, s3, ...}).
Atualizac¸a˜o dos multiplicadores pla´sticos
Ja´ estando atualizados σr e µ e na˜o sendo necessa´rio a atualizac¸a˜o de v, a regra
para atualizar λ˙ e´ dada a seguir
λ˙k ←− ma´x{(λ˙0)k, γλ‖λ˙0‖∞} (3.84)
onde γλ e´ uma toleraˆncia prescrita, ‖ · ‖ e´ a norma euclideana e ‖ · ‖∞ e´ a norma do
ma´ximo valor absoluto dos componentes. Esta regra garante que λ˙ convirja sempre
para um valor positivo.
47
3.8 Mecanismos de colapso na acomodac¸a˜o ela´stica
A soluc¸a˜o do problema de acomodac¸a˜o ela´stica discreto fica definida por: µ, v, σr
e djl; j = 1, ..., p; ` = 1, ..., n` onde p e´ o nu´mero total de pontos de controle selecionados
na malha e n` o nu´mero de cargas extremas.
Resolvido o problema da acomodac¸a˜o ela´stica, a identificac¸a˜o do correspondente
modo cr´ıtico de colapso e´ deseja´vel. Para que esta identificac¸a˜o qualitativa do meca-
nismo possa ser feita de forma automa´tica, e´ importante definir o que caracteriza cada
mecanismo adequadamente. O tipo de mecanismo de colapso pode ser caracterizado
como a seguir (Zouain, 2007):
PA Plasticidade alternada: Neste caso, ao final do ciclo de carregamento a
taxa de deformac¸a˜o compat´ıvel desaparece, i.e.
Bv =
∑
dj` = 0 (3.85)
CI Colapso incremental: A taxa de deformac¸a˜o compat´ıvel e´ na˜o nula, i.e.
Bv 6= 0 (3.86)
Os tipos de colapso englobados pelo colapso incremental (Bv 6= 0) podem ser
classificados como:
C Colapso pla´stico: Em cada um dos pontos de controle xj, existe uma u´nica
taxa de deformac¸a˜o pla´stica na˜o nula dj`. E em todos os pontos de controle, essas
taxas de deformac¸a˜o pla´stica correspondem, a` mesma carga extrema `, i.e.
∀j = 1, ..., p dj` = 0 ∀` = 1, ..., n` e tal que ` 6= `
Devido a` relac¸a˜o Bv =
∑
dj`, a condic¸a˜o acima implica, localmente, em cada
um dos pontos de controle xj, na coincideˆncia da taxa de deformac¸a˜o compat´ıvel com
a taxa de deformac¸a˜o pla´stica dj`.
O campo de taxas de deformac¸a˜o compat´ıveis, relaciona-se via a lei de fluxo a um
u´nico campo de tensa˜o cr´ıtico σc. Do uso da relac¸a˜o de fluxo local µσj`+σr ∈ ∂χj(dj`),
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segue-se:
σc := µσ` + σr ∈ ∂χ(Bv) (3.87)
A tensa˜o σ` acima, coleta os valores locais dados por σj`, logo, ela e´ a tensa˜o puramente
ela´stica associada ao carregamento `. Consequentemente, a tensa˜o cr´ıtica resultante,
σc, produz o colapso instantaˆneo (sincronizado).
MSCI Mecanismo simples de colapso incremental: Em cada um dos
pontos de controle xj, existe uma u´nica taxa de deformac¸a˜o pla´stica na˜o nula dj
ˆ`
,
correspondendo, em cada ponto de controle, a diferentes cargas extremas ˆ`, i.e.
∀j = 1, ..., p dj` = 0 ∀` = 1, ..., n` e tal que ` 6= ˆ`≡ ˆ`(j)
Devido a` relac¸a˜o Bv =
∑
dj`, a condic¸a˜o acima implica localmente, em cada um
dos pontos de controle xj, na coincideˆncia da taxa de deformac¸a˜o compat´ıvel com a
taxa de deformac¸a˜o pla´stica dj`.
Enta˜o, do uso da relac¸a˜o de fluxo local µσj` + σr ∈ ∂χj(dj`), conclui-se que
existe uma tensa˜o global σ ∈ ∆, tal que:
µσ + σr ∈ ∂χ(Bv) (3.88)
A tensa˜o σ acima, coleta os valores locais dados por σj
ˆ`
. Logo, ela representa
um ciclo de carregamento cr´ıtico que ativa somente uma carga extrema em cada ponto
do corpo. Isto produz um incremento monotoˆnico na deformac¸a˜o pla´stica , i.e. um
mecanismo de colapso ass´ıncrono. As tenso˜es cr´ıticas em cada ponto na˜o ocorrem
simultaneamente mas sequ¨encialmente ao longo do ciclo cr´ıtico de carga.
O colapso pla´stico (ou colapso instantaˆneo), e´ um caso particular do MSCI
quando em todos os pontos do corpo, a carga extrema ativa for a mesma, i.e. ˆ`(j) =
`(constante).
MCCI Mecanismo combinado de colapso incremental: Este sera´ o me-
canismo de colapso se em pelo menos um ponto do corpo, existir mais de uma taxa de
deformac¸a˜o pla´stica na˜o nula. i.e. existe algum jˆ, `1 e `2 tais que
‖djˆ`1‖ > 0 e ‖djˆ`2‖ > 0 (3.89)
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Cap´ıtulo 4
Modelo de Stein para acomodac¸a˜o
ela´stica com encruamento
cinema´tico limitado
A teoria cla´ssica de acomodac¸a˜o ela´stica baseia-se na hipo´tese de elastoplasti-
cidade ideal. Ja´ em 1938, Melan formulou um teorema esta´tico para materiais com
encruamento cinema´tico linear ilimitado. Ko¨nig em 1971 e Maier em 1972, estenderam
o teorema. Mandel (1976a) estendeu o teorema de Melan para incluir o encruamento
isotro´pico limitado. O encruamento cinema´tico limitado foi abordado por Neal (1950)
que formulou e provou o teorema esta´tico para estados uniaxiais de tensa˜o, empregando
o modelo de camadas de Masing de 1924.
Stein et al. (1990) e Stein et al. (1992) propuseram um modelo de camadas,
tridimensional, que e´ uma extensa˜o dos modelos de Masing (1924) e Besseling (1985),
enriquecidos pela hipo´tese de um espectro denso de microelementos. A ide´ia central e´
que o comportamento de muitos metais pode ser aproximado por um modelo compo´sito
de microelementos elastopla´sticos perfeitos se deformando juntos. Stein et al. (1990)
e Stein et al. (1992) tiveram ainda o me´rito de reformular o teorema esta´tico da
adaptac¸a˜o ela´stica para um modelo material capaz de considerar o encruamento ci-
nema´tico limitado.
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4.1 Modelo de camadas (overlay model)
A exposic¸a˜o a seguir, do modelo de camadas, segue a na˜o ser por alguma al-
terac¸a˜o de nomenclatura, o trabalho de seus autores, (Stein et al., 1992) e e´ mostrada
aqui para a compreensa˜o do modelo de Stein e para manter a sequ¨eˆncia expositiva.
Seja um corpo B, cujo ponto material gene´rico e´ definido pelo vetor x. O modelo
supo˜e que cada ponto material e´ composto de um espectro denso de microelementos
associados cada um a uma quantidade escalar ξ ∈ [0, 1].
As tenso˜es e deformac¸o˜es sa˜o definidas separadamente para os macroelementos
(pontos materiais) e para os microelementos (camadas) que os compo˜e.
Macroelemento Microelemento
Tensa˜o σ(x) Σ(x, ξ)
Deformac¸a˜o ε(x) η(x, ξ)
Macroscopicamente, vale o equil´ıbrio esta´tico:
div σ + b = 0 em B (4.1)
σ · n = p em Γ (4.2)




(∇ui,j +∇Tuj,i) em B (4.3)
ui = u
0
i em Γu (4.4)
onde ui e´ um deslocamento arbitra´rio e u
0
i , seu valor prescrito em Γu.
As relac¸o˜es ba´sicas entre as micro e as macro quantidades em um ponto x do




Σij(x, ξ) dξ (4.5)
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eεij(x) := ηij(x, ξ) (4.6)
assim, as macro e microdeformac¸o˜es sa˜o as mesmas enquanto que as macrotenso˜es sa˜o
a resultante das microtenso˜es. Isto acarreta que
σij(x) · εij(x) =
∫ 1
0
Σij(x, ξ) · ηij(x, ξ) dξ (4.7)

















onde Ri sa˜o as reac¸o˜es em Γu.
Os microelementos sa˜o supostos ela´sticos idealmente pla´sticos, com uma su-
perf´ıcie de escoamento convexa definida por uma func¸a˜o de escoamento Φ(·) de segunda
ordem e com lei de fluxo associativa.
Seja K(ξ) a tensa˜o de escoamento no microelemento ξ. As seguintes relac¸o˜es









Φ(Σij) 6 K2(ξ) (4.11)
η˙Pij(ξ) = λ˙(ξ) ·
∂Φ(Σij)
∂Σij
, λ˙(ξ) > 0 (4.12)
λ˙(ξ){Φ[Σij(ξ)]−K2(ξ)} = 0 (4.13)
onde o tensor de elasticidade Eijkl e´ positivo definido e sime´trico.
E´ assumido que K(x, ξ) e´ uma func¸a˜o monotonicamente crescente de ξ.
Tem-se enta˜o:
K(x, 0) = K0(x) 6 K(x, 1) = K1(x) (4.14)
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Figura 4.1: Tensa˜o de escoamento na
microescala
Figura 4.2: Curva σ − ε resultante, na
macroescala
onde K0(x) = σY 0 e´ a tensa˜o de escoamento inicial no macroelemento. A func¸a˜o
K(x, ξ) e´ univocamente determinada por uma dada func¸a˜o macrosco´pica σ − ε e vice
versa.









De 4.5, 4.6, 4.9 e 4.10 segue-se:















e assim a macrodeformac¸a˜o pla´stica em func¸a˜o da microdeformac¸a˜o pla´stica como






Assim, na auseˆncia de microdeformac¸o˜es pla´sticas em todo o corpo, as micro-
tenso˜es sa˜o iguais a` macrotenso˜es ela´sticas
Σij(x, ξ) = σ
E
ij(x) (4.21)
e as microdeformac¸o˜es sa˜o iguais a`s macrodeformac¸o˜es ela´sticas
ηij(x, ξ) = ε
E
ij(x) (4.22)
Se em algum ponto microdeformac¸o˜es pla´sticas ocorrerem, enta˜o
Σij(x, ξ) 6= σ(x) (4.23)
Neste caso, Σij(x, ξ) pode ser decomposta




ij(x) + piij(x, ξ) (4.24)
onde σrij(x) sa˜o macrotenso˜es residuais (auto-equilibradas) e piij(x, ξ) sa˜o microtenso˜es
residuais.
Portanto as microtenso˜es residuais podem ser definidas como a diferenc¸a em
cada ponto entre as microtenso˜es e as macrotenso˜es, ocorrendo quando existem micro-
deformac¸o˜es pla´sticas.
piij(x, ξ) := Σij(x, ξ)− σ(x) (4.25)
Considerando 4.17, 4.18, 4.20 e 4.24, enta˜o
piij(ξ) = Eijkl[ε
p
kl − ηpkl(ξ)] (4.26)
que integrada em relac¸a˜o a ξ e tendo em vista 4.20 resulta em∫ 1
o
piij(x, ξ) dξ = 0, ∀x ∈ β (4.27)
Stein et al. (1992) citando tambe´m Koiter (1960) observam que a microtensa˜o residual
piij(x, ξ) em um dado ponto x fica univocamente definida por ε
p(x) e por ηp(x, ξ) neste
ponto, enquanto a tensa˜o residual macrosco´pica σrij(x) e´ definida univocamente pelo
campo de deformac¸o˜es pla´sticas macrosco´pico global εpij(x).
54
4.2 Teorema esta´tico para a acomodac¸a˜o ela´stica
com encruamento
Em Stein et al. (1992) e Stein et al. (1993) sa˜o mostradas as formas assumidas
pelo teorema de acomodac¸a˜o ela´stica para o modelo de camadas. Em func¸a˜o das
microtenso˜es residuais o teorema pode ser enunciado:
Se existem: um fator m > 1, um campo de macrotenso˜es residuais independente
do tempo, σr(x) ∈ Sr e um campo de microtenso˜es residuais tambe´m independente do
tempo pi(x, ξ) satisfazendo
Φ(pi(x, 0)) 6 [K(x)−K0(x)]2 (4.28)
tais que para todos os carregamentos no domı´nio de cargas, a condic¸a˜o
Φ(mσE(x, t) + σr(x) + pi(x, 0)) 6 [K0(x)]2 (4.29)
seja satisfeita ∀x ∈ β e ∀t > 0, enta˜o o sistema constitu´ıdo pelo material representado
pelo modelo de camadas vai se acomodar elasticamente.
Aqui, por uma questa˜o de notac¸a˜o, as condic¸o˜es foram escritas com o fator de
amplificac¸a˜o ja´ inclu´ıdo nas tenso˜es residuais, diferentemente do trabalho de Stein et
al. (1992).
Stein et al. (1992) apresentam tambe´m um enunciado do teorema, em func¸a˜o
da “back-stress”A:
Se existem: um fator m > 1, um campo de macrotenso˜es residuais independente
do tempo, σr(x) ∈ Sr e um campo independente do tempo A(x, ξ) satisfazendo
Φ(A(x, 0)) 6 [σY (x)− σY 0(x)]2 (4.30)
tais que para todos os carregamentos no domı´nio de cargas, a condic¸a˜o
Φ(mσE(x, t) + σr(x)− A(x, 0)) 6 [σY 0(x)]2 (4.31)
seja satisfeita ∀x ∈ β e ∀t > 0, enta˜o o sistema consistindo do material representado
pelo modelo de camadas vai se acomodar elasticamente.
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Nesta versa˜o, que sera´ a utilizada no presente trabalho, devido a 4.15, o escoa-
mento em um ponto se inicia em
σY 0 = σ(ξ = 0) = K(ξ = 0) = K0 (4.32)
e termina em




Enfatiza-se que as desigualdades 4.30 e 4.31, representam as condic¸o˜es necessa´rias
e suficientes para a acomodac¸a˜o ela´stica para um material com encruamento na˜o linear
geral, definido pelo modelo de camadas. Da forma assumida pelo teorema de Melan,
os limites da acomodac¸a˜o ela´stica sa˜o somente func¸a˜o de σY 0 e de σY . Portanto na˜o
dependem da forma particular da curva K(ξ) e logo tambe´m na˜o dependem da forma
particular da curva σ − ε.
As quantidades Aij(x) podem ser identificadas com o tensor “back stress”que
descreve a translac¸a˜o da superf´ıcie de escoamento no espac¸o das tenso˜es. Da com-
parac¸a˜o das duas formulac¸o˜es do teorema esta´tico, conclui-se que
A(x) = −pi(x, 0) (4.34)
4.3 Princ´ıpios variacionais para a acomodac¸a˜o ela´stica
em materiais de Mises com encruamento ci-
nema´tico limitado, segundo o modelo de Stein
A partir do teorema esta´tico mostrado em 4.30 e 4.31, em termos da varia´vel
interna de encruamento A (“back-stress”), o princ´ıpio variacional esta´tico pode ser
escrito:
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4.3.1 Princ´ıpio variacional esta´tico para o modelo de Stein
µ = sup
(µ∗,σr,A)∈R×W ′×W ′
{µ∗ > 0 | Φ(µ∗σE + σr −A) 6 σ2Y 0; Φ(A) 6 (σY − σY 0)2; σr ∈ Sr}
(4.35)
4.3.2 Princ´ıpio variacional misto para o modelo de Stein
Pode-se eliminar a u´ltima restric¸a˜o em 4.35, que exige que σr seja residual,
introduzindo-a na func¸a˜o objetivo, como uma penalizac¸a˜o, utilizando o conceito de
func¸a˜o indicatriz do conjunto das tenso˜es residuais:
ISr(σ) :=
0 se, σ ∈ S
r
∞ se, σ 6∈ Sr.
(4.36)
No caso do conjunto das tenso˜es residuais, a func¸a˜o
ISr(σ) = − inf
v∈V
〈σ,Dv〉 (4.37)
pode desempenhar este papel (ver 3.17 e 3.18). Assim,
sup
σr
{µ |σr ∈ Sr} = sup
σ
{µ− ISr(σ)} (4.38)
tendo em vista 3.18,
sup
σr










{µ∗ + 〈σ,Dv〉 | Φ(µ∗σE + σ − A) 6 σ2Y 0; Φ(A) 6 (σY − σY 0)2}
(4.40)
Definindo-se os dois domı´nios de tenso˜es plasticamente admiss´ıveis do modelo de Stein
como:
P1 := (σ,A) | Φ(σ,A) 6 σ2Y 0 (4.41)
e
P2 := A | Φ(A) 6 (σY − σY 0)2 (4.42)
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{µ∗ + 〈σ,Dv〉 | (µ∗σE + σ − A) ∈ P1;A ∈ P2} (4.43)
4.4 Discretizac¸a˜o do princ´ıpio variacional misto para
o modelo de Stein
Na discretizac¸a˜o por elementos finitos, por se tratar de um modelo bimodal,
alguns aspectos podem ser considerados. Para a func¸a˜o de escoamento fS1 que tem
entre seus argumentos tenso˜es desviadoras macrosco´picas, a admissibilidade so´ precisa
ser verificada em treˆs pontos cr´ıticos por elemento, que coincidem com os ve´rtices do
triaˆngulo. Como a interpolac¸a˜o das tenso˜es desviadoras no elemento e´ linear, isto
garante em todo o domı´nio a verificac¸a˜o da admissibilidade pla´stica, uma vez que e´
usado o modelo de Mises, com superf´ıcie convexa.
Por sua vez, a func¸a˜o de escoamento fS2 que so´ possui como argumentos tenso˜es
microsco´picas, interpoladas com uma func¸a˜o de base constante no elemento, so´ precisa
ser testada em um u´nico ponto do elemento. Ale´m do mais, a segunda restric¸a˜o na
equac¸a˜o 4.43, independentemente do nu´mero n` de ve´rtices do domı´nio de carga, so´
contribui com uma u´nica restric¸a˜o. Isto torna a implementac¸a˜o com o modelo de Stein
bastante eficiente pois sera˜o necessa´rias neste caso apenas (3n` + 1) verificac¸o˜es de
admissibilidade pla´stica por elemento.





{µ∗+σ ·Bv | (µ∗σk+σ−A) ∈ P k1 ;A ∈ PA2 } k = 1 : m (4.44)
onde m = p×n`, sendo p o nu´mero de pontos de verificac¸a˜o da admissibilidade pla´stica
e n` o nu´mero de ve´rtices do pol´ıgono de cargas. B e´ o operador discreto de deformac¸a˜o.
Visando impor diretamente as restric¸o˜es de admissibilidade pla´stica, estas res-
tric¸o˜es sera˜o substitu´ıdas pelas correspondentes penalizac¸o˜es na func¸a˜o objetivo, gera-
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{µ∗ + σ ·Bv −
m∑
k=1
IPk1 (µ∗σk + σ − A)− IPA2 (A)} (4.45)
onde as func¸o˜es indicatrizes sa˜o definidas:
m∑
k=1






∗σk + σ − A) (4.46)
e
IPA2 (A) := sup
λ˙A≥0
λ˙AfS2(A) (4.47)
Em 4.46, como λ˙k ≥ 0, se em todas as parcelas do somato´rio fS1(µ∗σk + σ − A) ≤ 0,
enta˜o o supremo sera´ zero. Se em alguma parcela do somato´rio fS1(µ
∗σk + σ−A) > 0
enta˜o o supremo sera´ infinito ocasionando a penalizac¸a˜o desejada. O mesmo racioc´ınio
se aplica a 4.47 onde a admissibilidade e´ verificada uma so´ vez. Portanto, chamando∑
=
∑m









∗σk + σ − A)− sup
λ˙A≥0
λ˙AfS2(A)} (4.48)





{µ∗ + σ ·Bv −
∑
λ˙kfS1(µ
∗σk + σ − A)− λ˙AfS2(A)} (4.49)
4.4.1 Soluc¸a˜o do problema discreto de acomodac¸a˜o ela´stica
com encruamento cinema´tico limitado com o modelo de
Stein
A lagrangeana para o modelo de Stein e´ escrita enta˜o como:
L(v, σ,A, µ, λ˙k, λ˙A) = µ∗ + σ ·Bv −
∑
λ˙kfS1(µ
∗σk + σ − A)− λ˙AfS2(A)} (4.50)
59
Considerando-se a plasticidade associativa, as condic¸o˜es de otimalidade sa˜o obtidas:
∂L
∂v



















∗σk + σ − A) = 0, λ˙k ≥ 0, fS1(µ∗σk + σ − A) ≤ 0 (4.55)
∂L
∂{λ˙A} ⇒ λ˙
AfS2(A) = 0, λ˙
A ≥ 0, fS2(A) ≤ 0 (4.56)




BTσr = 0 (4.57)∑
dk = Bv (4.58)∑
β˙k + β˙A = 0 (4.59)∑
σk · dk = 1 (4.60)
dk = λ˙k∇σfk k = 1 : m (4.61)
β˙k = λ˙k∇Afk k = 1 : m (4.62)
β˙A = λ˙A∇AfA (4.63)
λ˙kfk = 0 k = 1 : m (4.64)
λ˙AfA = 0 (4.65)
fk := fS1(µσ
k + σr, A) 6 0 k = 1 : m (4.66)
fA := fS2(A) 6 0 (4.67)
λ˙k > 0 k = 1 : m (4.68)
λ˙A > 0 (4.69)
A soluc¸a˜o do problema de acomodac¸a˜o ela´stica discreto fica definida determinando-se
{v, σr, A, µ, λ˙k, λ˙A} (4.70)
Na resoluc¸a˜o deste problema, a varia´vel interna A sera´ considerada em um u´nico vetor
juntamente com as tenso˜es residuais. Contudo, a varia´vel interna na˜o ficara´ sujeita
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a` restric¸a˜o 4.57 (ser auto-equilibrada ou residual), pois o operador discreto de de-
formac¸o˜es B e´ constru´ıdo (ver apeˆndices A e B) de forma a possuir elementos nulos
nas posic¸o˜es correspondentes a`s componentes da varia´vel interna. Tambe´m a varia´vel
β˙ e´ colocada no vetor de taxas de deformac¸a˜o. O vetor das tenso˜es ilimitadamente
ela´sticas pode tambe´m incluir a varia´vel interna que neste caso e´ nula. Assim,
σr = (σr, A) dk = (dk, β˙k) σk = (σk, 0) λ˙
k
= (λ˙k, λ˙A) (4.71)
Os vetores e matrizes utilizados esta˜o definidos e detalhados na descric¸a˜o dos elementos
finitos (apeˆndices A e B).
Com a nova definic¸a˜o dos vetores e matrizes, as condic¸o˜es de otimalidade podem
ser reescritas enta˜o:
BTσr = 0 (4.72)∑
λ˙
k∇σfk = Bv (4.73)∑
σk · λ˙k∇σfk = 1 (4.74)
λ˙
k
fk = 0 k = 1 : m (4.75)
fk := fS1(µσ
k + σr) 6 0 k = 1 : m (4.76)
fA := fS2(A) 6 0 (4.77)
λ˙
k > 0 k = 1 : m (4.78)
ou ainda, considerando-se a tensa˜o referente a` carga fixa e a variac¸a˜o da tensa˜o de
escoamento com a temperatura:
BTσr = 0 (4.79)∑
λ˙
k∇σf(σF + µσk + σr) = Bv (4.80)∑
λ˙
k




fk(σF + µσk + σr, T F + µT k) = 0 (4.82)
fk(σF + µσk + σr, T F + µT k) 6 0 (4.83)
fA := fS2(A) 6 0 (4.84)
λ˙
k > 0 (4.85)
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Assim, o algoritmo de soluc¸a˜o ja´ descrito no cap´ıtulo anterior (equac¸o˜es 3.51
a 3.56) para materiais elastopla´sticos ideais, pode ser empregado sem modificac¸o˜es
para materiais com encruamento cinema´tico limitado, com o modelo de Stein, apenas
considerando-se adicionalmente a restric¸a˜o de admissibilidade pla´stica 4.84.
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4.5 Considerac¸o˜es especiais para o encruamento com
superf´ıcies de Mises - Modelo de Stein
O modelo de plasticidade proposto em Stein et al. (1992) e Stein et al. (1993)









‖Adev‖2 − (σY − σY 0)2 (4.87)
O tensor A de segunda ordem e´ a varia´vel interna esta´tica do modelo e representa
uma retrotensa˜o (“back stress”). As constantes materiais σY 0 e σY sa˜o as tenso˜es de
escoamento inicial e final do material num ensaio uniaxial.
Sera´ presumido aqui que a faixa de tenso˜es relativa ao encruamento cinema´tico,
seja menor que a faixa de tenso˜es puramente ela´sticas (ver hipo´tese 9 em 2.1).
1
2
σY 6 σY 0 6 σY (4.88)
enta˜o:
ζ := σY − σY 0 6 σY 0 (4.89)
E´ importante notar relativamente ao tensor A, que somente sua parte desviadora
comparece nas equac¸o˜es constitutivas, a parte me´dia do tensor permanecendo na˜o
determinada no modelo de Stein. Pode-se usar esta liberdade para se definir um,
dentre os poss´ıveis tensores A, adicionando-se uma condic¸a˜o complementar que torne
os ca´lculos mais simples (ver figura 4.3). Assim para A sera´ adotado:
i) trA = 0 nos casos triaxiais
ii) Az = 0 no caso de tensa˜o plana (notar que neste caso a parte desviadora
precisa ser calculada).
Note-se tambe´m que: em (i), Az na˜o sera´ necessariamente nulo e que em (ii)















Figura 4.3: Varia´vel interna A para tensa˜o plana e axissimetria.
4.5.1 Func¸o˜es de escoamento, gradientes e Hessianos - Modelo
de Stein
As equac¸o˜es de fluxo para este modelo de plasticidade sa˜o associativas e para
obteˆ-las e´ necessa´rio determinar os gradientes dos modos pla´sticos do modelo. Tambe´m
os Hessianos sera˜o necessa´rios na implementac¸a˜o computacional dos algoritmos. Assim,









‖PdevA‖2 − (σY − σY 0)2 (4.91)
Pdev(σ − A) = Pdevσ − PdevA = S − Adev (4.92)
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Daqui por diante Pdev sera´ referido apenas como P .
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4.6 Considerac¸a˜o da dependeˆncia das func¸o˜es de es-
coamento, da temperatura
Na ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica a temperatura desempenha um duplo papel:
(a) como carregamento, na definic¸a˜o do domı´nio ∆, e (b) como fator de reduc¸a˜o da
tensa˜o de escoamento, com impacto nas superf´ıcies de admissibilidade pla´stica.
Considere-se as superf´ıcies de escoamento com a tensa˜o de escoamento depen-
dendo da temperatura. Neste caso, a func¸a˜o de escoamento toma a forma mais geral:






e´ a parte homogeˆnea da func¸a˜o de escoamento de Mises e R e´ a func¸a˜o que descreve a
variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a temperatura.
Aqui, o tensor desviador generalizado e´ S = (S,A).
T e´ uma varia´vel de tensa˜o proporcional a` tensa˜o de escoamento e a` diferenc¸a
entre a temperatura relativa θ e a sua temperatura de refereˆncia θ0 e que relaciona a
variac¸a˜o da tensa˜o com a variac¸a˜o da temperatura.
T := cy(θ − θ0)σ0Y (4.101)
sendo cy o coeficiente de sensibilidade te´rmica da tensa˜o de escoamento.
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4.7 Func¸o˜es de escoamento, gradientes e Hessianos
para o modelo de Stein com a tensa˜o de escoa-
mento variando com a temperatura
A func¸a˜o R(T ) deve ser definida para cada caso. A sensibilidade da tensa˜o de













Figura 4.4: Tenso˜es de escoamento no in´ıcio e no fim do encruamento, dependentes
da temperatura. θ > θ0. θ0 e´ a temperatura de refereˆncia.
Sejam:
σ0Y 0 a tensa˜o de escoamento a` temperatura de refereˆncia, no in´ıcio do encruamento.
σ0Y a tensa˜o de escoamento a` temperatura de refereˆncia, no final do encruamento.
σY 0 a tensa˜o de escoamento a uma temperatura Θ no in´ıcio do encruamento.
σY a tensa˜o de escoamento a` temperatura Θ no final do encruamento .
Os limites de escoamento, no final e no in´ıcio do encruamento, a uma tempe-
ratura Θ, relacionam-se com os limites de escoamento nas mesmas condic¸o˜es mas na
temperatura de refereˆncia por:
σY = σ
0
Y [1− cy(θ − θ0)] (4.102)
σY 0 = σ
0
Y 0[1− cy0(θ − θ0)] (4.103)
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onde cy e cy0 sa˜o as sensibilidades da tensa˜o de escoamento a` temperatura no final e











Y − T (4.105)
σY 0 = σ
0
Y 0 − CτT (4.106)
Com estas relac¸o˜es, a func¸a˜o R(T ) pode ser escrita para as duas superf´ıcies de
escoamento do modelo de Stein, permitindo obter estas superf´ıcies, suas derivadas e
seus Hessianos considerando a dependeˆncia da tensa˜o de escoamento da temperatura.
4.7.1 Superf´ıcies de escoamento com a tensa˜o de escoamento
variando com a temperatura
fS1(σ,A, T ) = 3
2
‖S − Adev‖2 − (σ0Y 0 − CτT )2 (4.107)
fS2(A, T ) = 3
2
‖Adev‖2 − [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T ]2 (4.108)
4.7.2 Gradientes com a tensa˜o de escoamento variando com a
temperatura
∇σfS1 = 3
 (S − Adev)
−(S − Adev)
 (4.109)






∇T fS2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T ] (4.112)











∇T T fS2 = −2(1− Cτ )2 (4.116)
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Cap´ıtulo 5
Soluc¸o˜es anal´ıticas e aplicac¸o˜es
nume´ricas para acomodac¸a˜o ela´stica
com encruamento cinema´tico
limitado
5.1 Bloco em tensa˜o plana com encruamento ci-
nema´tico limitado - modelo de Stein
5.1.1 Soluc¸o˜es anal´ıticas
Sera´ considerado aqui, um exemplo ja´ estudado em plasticidade perfeita por
Zouain (2004) e Zouain et al. (1999), pore´m considerando-se agora o encruamento
linear limitado atrave´s do modelo de Stein. Sera˜o buscadas soluc¸o˜es anal´ıticas para
o caso do bloco representado na figura 5.1. As soluc¸o˜es anal´ıticas tera˜o um duplo
papel: Inicialmente permitira˜o uma melhor compreensa˜o e discussa˜o dos mecanismos
envolvidos e dos efeitos, nas condic¸o˜es de acomodac¸a˜o ela´stica, da considerac¸a˜o do
encruamento em um modelo de Mises elastopla´stico perfeito; em segundo lugar, va˜o
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se constituir em uma refereˆncia em relac¸a˜o a` qual as soluc¸o˜es nume´ricas, obtidas de
me´todos diretos e com modelos discretos de elementos finitos, possam ser avaliadas e
validadas.
Figura 5.1: Bloco restrito em tensa˜o plana, sob carregamentos te´rmico e mecaˆnico
independentes. Ao lado e´ mostrado o domı´nio das cargas varia´veis, ∆, no espac¸o das
tenso˜es ela´sticas.
Seja o bloco representado na figura 5.1, em estado plano de tenso˜es e sujeito
aos carregamentos varia´veis, te´rmico e mecaˆnico indicados. O bloco esta´ sujeito a`s
restric¸o˜es indicadas na figura e e´ constitu´ıdo por um material isotro´pico caracterizado
por elasticidade linear e encruamento cinema´tico limitado, tambe´m linear. As cargas
impostas sa˜o uma carga mecaˆnica varia´vel p uniformemente distribu´ıda, agindo na
direc¸a˜o x e um carregamento te´rmico q = Eαθθ uniforme na placa e tambe´m varia´vel.
Aqui, E e´ o mo´dulo de Young, αθ e´ o coeficiente de expansa˜o te´rmica e θ e´ o incremento
de temperatura. Na˜o sera´ considerada aqui a variac¸a˜o das tenso˜es de escoamento com
a temperatura.
Os carregamentos variam independentemente e o domı´nio de carregamento as-
sociado e´:
∆0 = {(p, q) | 0 6 p 6 p, 0 6 q 6 q} (5.1)
Mapeando o domı´nio retangular das cargas, no espac¸o das tenso˜es ela´sticas ilimitadas,
obtem-se o domı´nio ∆ polie´drico, definido como:
∆ = co{(σkx, σky); k = 1 : 4} (5.2)
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como mostrado tambe´m na figura 5.1. No caso em ana´lise, o domı´nio de cargas definido
pelas tenso˜es ela´sticas, tem ve´rtices:
σ1 = (σ1x, σ
1
y) = (0, 0) (5.3)
σ2 = (σ2x, σ
2
y) = (0,−q) (5.4)
σ3 = (σ3x, σ
3
y) = (p, νp− q) (5.5)
σ4 = (σ4x, σ
4
y) = (p, νp) (5.6)
Em tensa˜o plana e com as condic¸o˜es de contorno do bloco, os tensores sime´tricos,


















Figura 5.2: Representac¸a˜o em tensa˜o plana do modelo de Stein de encruamento ci-
nema´tico. A tensa˜o generalizada (σ,A) e´ admiss´ıvel relativamente aos dois modos
pla´sticos. A tensa˜o σ pode ser decomposta em µσk e σr. No caso do bloco em ana´lise,
σrx = 0.
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No caso do modelo de Stein para o encruamento, as duas superf´ıcies a serem con-









‖Adev‖2 − (σY − σY 0)2 (5.9)
onde, σY = σ
0
Y e σY 0 = σ
0
Y 0.
Os seus gradientes sa˜o:
∇σfS1 = 3(S − Adev) (5.10)
∇AfS1 = −3(S − Adev) (5.11)
∇σfS2 = 0 (5.12)
∇AfS2 = 3Adev (5.13)
No estado plano de tenso˜esAz = 0 (ver figura 4.3) e no caso do bloco, considerando-
se ainda que no estado uniforme de tenso˜es em que ele sempre se encontrara´ σ(xy) =
A(xy) = 0. Em termos de componentes, pode-se escrever:











y − σxσy + σx(−2Ax + Ay) + σy(−2Ay + Ax)
+ A2x + A
2





y − AxAy − (σY − σY 0)2 (5.17)





2(σx − Ax)− (σy − Ay)






−2(σx − Ax) + (σy − Ay)

















Equac¸o˜es para ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica do bloco
As condic¸o˜es de otimalidade do problema de acomodac¸a˜o ela´stica quando se






BTσr = 0 (5.22)∑
dk = Bv (5.23)∑
β˙k + β˙A = 0 (5.24)∑
σk · dk = 1 (5.25)
dk = λ˙k∇σfk k = 1 : 4 (5.26)
β˙k = λ˙k∇Afk k = 1 : 4 (5.27)
β˙A = λ˙A∇AfA (5.28)
λ˙kfk = 0 k = 1 : 4 (5.29)
λ˙AfA = 0 (5.30)
fk := fS1(µσ
k + σr, A) 6 0 k = 1 : 4 (5.31)
fA := fS2(A) 6 0 (5.32)
λ˙k > 0 k = 1 : 4 (5.33)
λ˙A > 0 (5.34)
A equac¸a˜o 5.22 impo˜e que σr seja uma tensa˜o residual (ou seja um campo de tenso˜es
auto equilibrado). E´ considerada aqui a seguinte forma discreta de compatibilidade e
equil´ıbrio
d = Bv BTσr = 0 (5.35)
onde B e´ a matriz de deformac¸a˜o-deslocamento e v e´ o vetor de velocidades apo´s a
imposic¸a˜o das restric¸o˜es de deslocamento. No caso do bloco cont´ınuo tratado aqui esta
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condic¸a˜o e´ exata. No caso da discretizac¸a˜o de elementos finitos, ela e´ aproximada.
A equac¸a˜o 5.26 define a taxa de deformac¸a˜o pla´stica dk, como sendo o fluxo
produzido pela tensa˜o composta por µσk + σr e a forc¸a termodinaˆmica A. Toda vez
que este estado de tensa˜o, associado ao ve´rtice de carga k, estiver ativo (ou seja, no
limite de fk = 0), ele atuara´ efetivamente durante o ciclo de carga cr´ıtico. Neste
caso, esta carga podera´ produzir uma contribuic¸a˜o l´ıquida dk ao fluxo pla´stico, que
se adiciona ao ciclo de taxa de deformac¸a˜o admiss´ıvel Bv conforme 5.23. Do mesmo
modo, 5.27 e 5.28 definem fluxos de encruamento que devem somar zero de acordo com
5.24, porque na˜o existe mudanc¸a nas varia´veis de encruamento durante um mecanismo
cr´ıtico de colapso sob carga varia´vel e da´ı o fluxo total de encruamento e´ nulo. As
condic¸o˜es de complementaridade completam o sistema.
Substituindo (5.26), (5.27) e (5.28) nas demais condic¸o˜es de otimalidade, estas
ficam:
BTσr = 0 (5.36)∑
λ˙k∇σfk = Bv (5.37)∑
λ˙k∇Afk + λ˙A∇AfA = 0 (5.38)∑
σk · λ˙k∇σfk = 1 (5.39)
λ˙kfk = 0 k = 1 : 4 (5.40)
λ˙AfA = 0 (5.41)
fk := fS1(µσ
k + σr, A) 6 0 k = 1 : 4 (5.42)
fA := fS2(A) 6 0 (5.43)
λ˙k > 0 k = 1 : 4 (5.44)
λ˙A > 0 (5.45)
As soluc¸o˜es anal´ıticas considerara˜o paraˆmetros materiais σY e σY 0, positivos e tais que:
1
2
σY 6 σY 0 6 σY (5.46)
e portanto:
ζ := σY − σY 0 6 σY 0 (5.47)
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Para a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas, o procedimento a ser seguido consistira´
em identificar diferentes regio˜es de variac¸a˜o dos paraˆmetros de carga para as quais
algumas hipo´teses relativas a` resposta do corpo sera˜o feitas. Enta˜o, sera´ usado um
subconjunto das equac¸o˜es para se obter soluc¸o˜es expl´ıcitas. Obtidas estas soluc¸o˜es, a
hipo´tese original sera´ confirmada, verificando-se o sistema completo de equac¸o˜es. De
in´ıcio, sera˜o escritas as equac¸o˜es gerais em componentes para o bloco.
5.1.2 Equac¸o˜es em componentes para o bloco
Exprimindo-se em componentes as condic¸o˜es de otimalidade para o bloco, tem-
se:
σrx = 0 (5.48)∑
λ˙k[µ(2σkx − σky)− σry − 2Ax + Ay] = dx (5.49)∑
λ˙k[µ(2σky − σkx) + 2σry − 2Ay + Ax] = 0 (5.50)∑
λ˙k[−µ(2σkx − σky) + σry + 2Ax − Ay] + λ˙A(2Ax − Ay) = 0 (5.51)∑












2−µσkx(µσky +σry)+µσkx(−2Ax+Ay)+ (µσky +σry)(−2Ay+Ax)
+ A2x + A
2
y − AxAy − σ2Y 0] = 0 k = 1 : 4 (5.54)
λ˙A[A2x + A
2
y − AxAy − (σY − σY 0)2] = 0 (5.55)
(µσkx)
2 + (µσky + σ
r
y)
2 − µσkx(µσky + σry) + µσkx(−2Ax +Ay) + (µσky + σry)(−2Ay +Ax)
+ A2x + A
2
y − AxAy − σ2Y 0 6 0 k = 1 : 4 (5.56)
A2x + A
2
y − AxAy − (σY − σY 0)2 6 0 (5.57)
λ˙A > 0 λ˙k > 0 k = 1 : 4 (5.58)
Como consequ¨eˆncia de (5.50) e (5.52) tem-se
λ˙A(2Ay − Ax) = 0 (5.59)
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e de (5.49) e (5.51) vem
λ˙A(2Ax − Ay) = dx (5.60)
Logo, excluindo o caso de plasticidade alternada, onde d = 0, tem-se que
λ˙A > 0 (5.61)
pois a restric¸a˜o fS2(A) deve estar ativa para que se obtenha a maior amplificac¸a˜o.
Portanto
2Ay − Ax = 0 fS2(A) = 0 (5.62)
enta˜o
√
3Ax = ±2ζ := ±2(σY − σY 0) (5.63)
e
√
3Ay = ±ζ := σY − σY 0 (5.64)
Neste caso o sistema de equac¸o˜es (va´lido se o mecanismo de colapso cr´ıtico for colapso




λ˙k[µ(2σky − σkx) + 2σry] = 0 (5.66)∑









x − σky)− σry −
√
3ζ] + σky [µ(2σ
k




2 + (µσky + σ
r
y)
2 − µσkx(µσky + σry)−
√
3ζµσkx + ζ
2 − σ2Y 0] = 0 k = 1 : 4
(5.69)
(µσkx)






2− σ2Y 0 6 0 k = 1 : 4 (5.70)
λ˙A > 0 λ˙k > 0 k = 1 : 4 (5.71)
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Figura 5.3: Soluc¸a˜o de acomodac¸a˜o ela´stica para o bloco sob duas diferentes intensi-
dades das cargas te´rmica e mecaˆnica. As figuras mostram o domı´nio amplificado por
µ e deslocado por σr com µ∆ + σ
r ⊂ P com a correspondente taxa de deformac¸a˜o d.
As duas restric¸o˜es fS1 e fS2 a serem obedecidas esta˜o indicadas bem como a varia´vel
interna de encruamento.
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5.1.3 Colapso incremental com os ve´rtices 3 e 4 ativos
No caso de um mecanismo de colapso incremental, na hipo´tese dos ve´rtices ativos
serem o 3 e o 4, o nu´mero de verificac¸o˜es necessa´rias para determinar as inco´gnitas
µ, σry, Ax, Ay, λ
3, λ4 e λA diminui, os outros ve´rtices sendo verificados a posteriori.
Neste caso, as inequac¸o˜es correspondentes aos ve´rtices 3 e 4 e a` varia´vel interna se





[−(1− 2ν)µp− 2µq + 2σry]λ˙3 + [−(1− 2ν)µp+ 2σry]λ˙4 = 0 (5.73)
[−(2− ν)µp− µq + σry +
√




3ζλ˙A = 0 (5.74)
{
p[(2− ν)µp+ µq − σry −
√





p[(2− ν)µp− σry −
√
3ζ] + νp[−(1− 2ν)µp+ 2σry]
}
λ˙4 = 1 (5.75)
(µp)2 + [µ(νp− q) + σry]2 − µp[µ(νp− q) + σry]−
√
3ζµp+ ζ2 − σ2Y 0 = 0 (5.76)
(µp)2 + (µνp+ σry)
2 − µp(µνp+ σry)−
√
3ζµp+ ζ2 − σ2Y 0 = 0 (5.77)
λ˙3 > 0 λ˙4 > 0 λ˙A > 0 (5.78)
Soluc¸a˜o
Sejam os paraˆmetros de carga cr´ıticos p := µp e q := µq. Subtraindo (5.77) de
(5.76) resulta
(νp− q + σry)2 − (νp+ σry)2 + pq = 0 (5.79)
de onde
q[(1− 2ν)p+ q − 2σry] = 0 (5.80)
Enta˜o, para q 6= 0















3ζp = σ2Y 0 − ζ2 (5.83)
Com isto chegamos a` curva de interac¸a˜o de paraˆmetros cr´ıticos:
3p2 + q2 − 4
√
3ζp = 4(σ2Y 0 − ζ2) (5.84)
























(1− 2ν)p+ q] [√3ζp+√(3p2 + q2)σ2Y 0 − q2ζ2]
3p2 + q2
(5.88)
As equac¸o˜es 5.73 e 5.75 permitem determinar λ˙3 e λ˙4.




(3p2 + q2) σ2Y 0 − q2ζ2
(5.89)
Com estes resultados, de 5.74 com p = µp e q = µq e tambe´m considerando 5.82





Em particular, duas situac¸o˜es sa˜o enta˜o relevantes:





e e´ importante notar, independentemente do valor de σY 0.
80












ζ = 0 Ay = 0 (5.94)






O limite de colapso incremental com os ve´rtices 3 e 4 ativos e´ representado na figura
5.5 pela curva indicada como CIC(1 & 3). O limite ana´logo para o caso de plasticidade
ideal e tambe´m indicado CIC(1 & 3) e´ dado na figura e corresponde a` equac¸a˜o
3p2 + q2 = 4σY (5.96)
As figuras 5.5 e 5.6 foram constru´ıdas para um material de Mises idealmente pla´stico,
com tensa˜o de escoamento σY e para um material com encruamento linear limitado de
acordo com o modelo de Stein, com tensa˜o inicial de escoamento σY 0 = 0.8σY e tensa˜o
de escoamento σY no final do encruamento. O coeficiente de Poisson foi ν = 0.2 em
ambos os casos.
5.1.4 Colapso incremental com os ve´rtices 1 e 3 ativos
No caso de um mecanismo de colapso incremental, na hipo´tese dos ve´rtices
ativos serem 1 e 3, o nu´mero de verificac¸o˜es necessa´rias para determinar as inco´gnitas
µ, σry, Ax, Ay, λ
1, λ3 e λA diminui, os outros ve´rtices sendo verificados a posteriori.
Neste caso, as inequac¸o˜es correspondentes aos ve´rtices 1 e 3 e a` varia´vel interna se






1 + [−(1− 2ν)µp− 2µq + 2σry]λ˙3 = 0 (5.98)
[σry +
√




3ζλ˙A = 0 (5.99)
{
p[(2− ν)µp+ µq− σry −
√
3ζ] + (νp− q)[−(1− 2ν)µp− 2µq + 2σry]
}
λ˙3 = 1 (5.100)
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(σry)
2 + ζ2 − σ2Y 0 = 0 (5.101)
(µp)2 + [µ(νp− q) + σry]2 − µp[µ(νp− q) + σry]−
√
3ζµp+ ζ2 − σ2Y 0 = 0 (5.102)
λ˙1 > 0 λ˙3 > 0 λ˙A > 0 (5.103)
Soluc¸a˜o
Seja p := µp e q := µq. Da equac¸a˜o 5.101 segue-se que:
σry =
√
σ2Y 0 − ζ2 (5.104)
Entrando com o valor de σry na equac¸a˜o 5.102, obte´m-se a curva de interac¸a˜o de
paraˆmetros cr´ıticos
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq − [(1− 2ν)p+ 2q]
√
σ2Y 0 − ζ2 −
√
3ζp = 0 (5.105)
e da´ı, obte´m-se µ
µ =
[(1− 2ν)p+ 2q]√σ2Y 0 − ζ2 +√3ζp
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq (5.106)
Os outros paraˆmetros resultam:
λ˙3 =
1





(1− 2ν)µp+ 2µq − 2σry





















Tambe´m neste caso, duas situac¸o˜es sa˜o relevantes:









σ2Y 0 − ζ2 (5.112)
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Portanto, se atuar somente a carga te´rmica, o valor de µ obtido coincide com
o da plasticidade alternada. Pore´m, no caso do encruamento, isto pode ocorrer
tambe´m para valores de p 6= 0.
No caso de plasticidade perfeita σY 0 = σY e ζ = 0
µ =
[(1− 2ν)p+ 2q] σY
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq (5.113)
σry = σY (5.114)
em concordaˆncia com o valor obtido por Zouain (2004).
• 2 Com plasticidade perfeita e p = 0, tem-se:




σry = σY (5.116)
tambe´m em concordaˆncia com Zouain (2004).
Deve-se observar que, ao contrario do que ocorre quando existe o encruamento,
no caso de plasticidade perfeita, a plasticidade alternada ocorre somente para p = 0
No caso de p = 0, o ve´rtice 3 do convexo ∆ passa a ser igual ao ve´rtice 2 e o ve´rtice 4
passa a ser igual ao ve´rtice 1. Nessa situac¸a˜o,




O limite de colapso incremental com os ve´rtices 1 e 3 ativos e´ representado na figura
5.5 pela curva referida como CIC(1 & 3). O limite ana´logo para o caso de plasticidade
ideal e´ tambe´m indicado na figura por CIC(1 & 3) e corresponde a` equac¸a˜o:
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq − (1− 2ν)σY p− 2σY q = 0 (5.118)
5.1.5 Plasticidade alternada - ve´rtices 1 e 3 ativos
Assumindo agora como hipo´tese que:
(i) o mecanismo cr´ıtico seja o de plasticidade alternada, d = 0,
(ii) os ve´rtices 1 e 3 sejam ativos e
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(iii) λA > 0 (restric¸a˜o fS2 ativa para que se obtenha a maior amplificac¸a˜o do domı´nio
de cargas).
As equac¸o˜es em componentes para o bloco, com σrx = 0 ficam:
λ˙1[−σry − 2Ax + Ay] + λ˙3[µ(2σ3x − σ3y)− σry − 2Ax + Ay] = 0 (5.119)
λ˙1[2σry − 2Ay + Ax] + λ˙3[µ(2σ3y − σ3x) + 2σry − 2Ay + Ax] = 0 (5.120)
λ˙1[σry + 2Ax − Ay] + λ˙3[−µ(2σ3x − σ3y) + σry + 2Ax − Ay] + λ˙A(2Ax − Ay) = 0 (5.121)










y − AxAy − (σY − σY 0)2] = 0 (5.124)
(µσ1x)
2 + (µσ1y + σ
r
y)
2 − µσ1x(µσ1y + σry) + µσ1x(−2Ax + Ay) + (µσ1y + σry)(−2Ay + Ax)
+ A2x + A
2
y − AxAy − σ2Y 0 = 0 (5.125)
(µσ3x)
2 + (µσ3y + σ
r
y)
2 − µσ3x(µσ3y + σry) + µσ3x(−2Ax + Ay) + (µσ3y + σry)(−2Ay + Ax)
+ A2x + A
2
y − AxAy − σ2Y 0 = 0 (5.126)
A2x + A
2
y − AxAy − (σY − σY 0)2 6 0 (5.127)
λ˙A > 0 λ˙k > 0 k = 1 : 4 (5.128)
No caso de plasticidade alternada a equac¸a˜o 5.122 fica:
λ˙1[−2σry + 2Ay − Ax] + λ˙3[−µ(2σ3y − σ3x)− 2σry + 2Ay − Ax] = 0 (5.129)
Esta condic¸a˜o pode ser interpretada geometricamente considerando-se a elipse que
representa o primeiro modo pla´stico fS1 = 0, no plano com coordenadas σx e σy.
Na representac¸a˜o mostrada na figura 5.4, tem-se (µσ1+σr, A) ≡ (−Ax, σry−Ay)
e (µσ3 + σr, A) ≡ (µp − Ax, µ(νp − q) + σry − Ay) e estas condic¸o˜es significam que os
pontos correspondentes aos ve´rtices 1 e 3 no domı´nio de carga expandido determinam
um diaˆmetro na elipse pois as normais sa˜o opostas. As seguintes relac¸o˜es sa˜o enta˜o
va´lidas:
2(σr − A) = −µσ3 (5.130)
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Figura 5.4: Representac¸a˜o no plano σx σy da plasticidade alternada.
2Ax = µp (5.131)
2(σry − Ay) = µ(q − νp) (5.132)
Da´ı,
(σry − Ay) =
µ
2
(q − νp) (5.133)
E a verificac¸a˜o da equac¸a˜o 5.125 considerando-se 5.131, acarreta
fS1(σ
r − A) = σ2Y 0 (5.134)
Tendo em vista 5.132 e considerando p := µp e q := µq , obte´m-se a curva de interac¸a˜o
de paraˆmetros cr´ıticos (Bree):
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq = 4σ2Y 0 (5.135)
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e da´ı o fator de amplificac¸a˜o:
µ =
2σY 0√
(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq (5.136)
Das equac¸o˜es 5.119 e 5.120, e tendo em vista 5.131, obte´m-se:
λ1 = λ3 (5.137)
e de 5.123 obte´m-se λ˙3 e assim, λ˙1 .




(1− ν + ν2)p2 + q2 + (1− 2ν)pq (5.138)
A situac¸a˜o limite entre os mecanismos de plasticidade alternada e de colapso
incremental combinado com os ve´rtices de carga 1 e 3 ativos ocorre quando d = 0.



















































y − AxAy − (σY − σY 0)2 = 0 (5.146)
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na˜o pode mais ser verificada e portanto o mecanismo de colapso incremental combinado




As varia´veis internas relacionam-se agora satisfazendo a desigualdade
A2x + A
2
y − AxAy − (σY − σY 0)2 6 0 (5.148)
O fator de acomodac¸a˜o ela´stica no caso da plasticidade alternada, uma vez
atendida a restric¸a˜o sobre a back stress A, independe desta varia´vel. Contudo depende
da tensa˜o de escoamento inicial σY 0.
Atrave´s da obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es expl´ıcitas para o bloco sob carregamentos
te´rmicos e mecaˆnicos com variac¸o˜es independentes, fica demonstrada a possibilidade
de se obter os limites de acomodac¸a˜o ela´stica considerando a inclusa˜o de encruamento
cinema´tico linear limitado em um corpo constitu´ıdo por um material de Mises. O exem-
plo do bloco, foi escolhido devido a` sua simplicidade e por apresentar as caracter´ısticas
essenciais do problema cla´ssico de Bree de um tubo sob flutuac¸o˜es combinadas de tem-
peratura e pressa˜o, ale´m de permitir uma boa compreensa˜o dos mecanismos envolvidos.
O resumo geral dos resultados anal´ıticos para a ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica
do bloco com encruamento esta´ mostrado na figura 5.5 juntamente com resultados
ana´logos para um material de Mises idealmente pla´stico.
E´ importante para a interpretac¸a˜o das comparac¸o˜es feitas e posteriores dis-
cusso˜es, assinalar que foram comparados aqui, um material com encruamento e um
idealmente pla´stico, que compartilham ambos com o material real, a mesma tensa˜o
de escoamento ma´xima, σY . De fato, nunca e´ usada aqui a ide´ia de que o encrua-
mento adiciona uma quantidade extra de resisteˆncia pla´stica a um modelo idealmente
pla´stico. Ao contrario, e´ considerado aqui, que um modelo idealmente pla´stico ne-
gligencia qualquer encruamento abaixo da tensa˜o de escoamento ma´xima do material
real.
O bloco apresenta algumas caracter´ısticas de comportamento esperadas. Por
exemplo, (i) a carga de colapso coincide com a de um modelo idealmente pla´stico com
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Figura 5.5: Diagrama de interac¸a˜o (Bree) para o bloco restrito sob variac¸o˜es indepen-
dentes das cargas te´rmicas e mecaˆnicas. As curvas delimitam o domı´nio de acomodac¸a˜o
ela´stica (AE) e o domı´nio ela´stico (E). As mais espessas correspondem a`s situac¸o˜es com
encruamento. Os pontos nas curvas que limitam o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica,
indicam o limite entre os diversos mecanismos de colapso: PA (plasticidade alter-
nada), CIC(1 e 3) (colapso incremental combinado provocado pelos carregamentos 1 e
3), CIC(3 e 4) (colapso incremental combinado ocasionado pelas cargas 3 e 4) e CP
(colapso pla´stico).
tensa˜o de escoamento σY e (ii) o ciclo cr´ıtico que caracteriza o colapso sob variac¸o˜es
so´ de temperatura, tem sua amplitude reduzida da mesma quantidade que a reduc¸a˜o
do paraˆmetro de escoamento inicial.
O material com encruamento pode sofrer o colapso por plasticidade alternada
(fadiga de baixo ciclo) sob cargas te´rmicas superpostas a pequenas cargas mecaˆnicas
(ver curva PA(1 & 3) da figura 5.5), antes mesmo que seja poss´ıvel o colapso incremen-
tal, enquanto na plasticidade ideal, a plasticidade alternada so´ e´ cr´ıtica se na˜o existir
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carga mecaˆnica.
E´ importante tambe´m ressaltar que a classe de mecanismos de colapso chamada
colapso incremental, ou seja no qual ocorre a acumulac¸a˜o de deformac¸a˜o pla´stica em
cada ciclo, pode ser desdobrada em mecanismos de colapso incremental simples (CIS)
e mecanismo de colapso incremental combinado(CIC). Neste u´ltimo, existe pelo menos
um ponto do corpo sofrendo deformac¸o˜es pla´sticas alternadas, ao lado do incremento
global das deformac¸o˜es pla´sticas em cada ciclo. No exemplo do bloco, ambos os regi-
mes de colapso incremental, CIC(1 & 3) e CIC(3 & 4) na figura 5.5 sa˜o mecanismos de
colapso incremental combinado (Zouain et al, 1999, Zouain, 2004). Consequentemente,
a reduc¸a˜o dos limites determinados pelo colapso incremental relativamente a um ma-
terial idealmente pla´stico, pode ser explicada pela reduc¸a˜o ja´ enfatizada em (ii) acima,
na capacidade de resisteˆncia a` fadiga de baixo ciclo acarretada pela considerac¸a˜o do
encruamento antes do limite de escoamento σY . Uma vez que os materiais reais geral-
mente apresentam o fenoˆmeno de encruamento, a simples considerac¸a˜o de um diagrama
elasto pla´stico perfeito, ainda que com tensa˜o de escoamento σY > σY 0 na˜o e´ suficiente
para que se garanta a seguranc¸a contra o colapso incremental combinado e contra a fa-
diga de baixo ciclo. Assim, e´ essencial que o encruamento seja levado em considerac¸a˜o
nas avaliac¸o˜es de seguranc¸a, sempre que pontos do corpo possam estar submetidos a
plastificac¸a˜o alternada.
Usualmente os materiais sa˜o pressupostos com comportamento ela´stico ate´ uma
tensa˜o de escoamento inicial quando enta˜o surgem as deformac¸o˜es pla´sticas. Contudo,
ja´ na microescala se desenvolvam deformac¸o˜es pla´sticas para valores baixos da tensa˜o.
Para o ac¸o, especifica-se como valor convencional da tensa˜o de escoamento final aquela
correspondente a` deformac¸a˜o 0,2% quando do descarregamento. A especificac¸a˜o da
tensa˜o de escoamento inicial sendo de fundamental importaˆncia para a seguranc¸a em
relac¸a˜o a` fadiga de baixo ciclo sugere que a adoc¸a˜o o valor desta tensa˜o inicial deva ser
bem analisado (Pham e Weichert, 2001).
Uma outra observac¸a˜o e´ que o fator de acomodac¸a˜o ela´stica independe do mo´dulo
de encruamento linear de Prager. Os resultados sa˜o func¸a˜o apenas de σY 0 e σY . O
modeˆlo de Stein independe da forma particular das curvas de encruamento, as quais
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Figura 5.6: Diagrama de interac¸a˜o (Bree) para o bloco restrito sob variac¸o˜es indepen-
dentes das cargas te´rmicas e mecaˆnicas. Os pontos discretos indicados sa˜o resultados
nume´ricos obtidos com a utilizac¸a˜o dos elementos finitos de tensa˜o plana sem e com
encruamento. O bloco foi discretizado em dois elementos. Sa˜o representados ainda os
domı´nios de cargas inicial e amplificado pelo fator de acomodac¸a˜o ela´stica e tambe´m
um poss´ıvel ciclo seguro
podem incluir o encruamento linear, sem se limitar a ele. Contudo a distribuic¸a˜o de
tenso˜es e deformac¸o˜es e´ afetada pelo mo´dulo de Prager (Pham e Weichert, 2001, Staat
e Heitzer, 2002, Stein et al., 1993).
Na figura 5.6 ana´loga a` anterior, esta˜o plotadas ale´m das soluc¸o˜es anal´ıticas, os
resultados obtidos da implementac¸a˜o nume´rica da teoria, consubstanciada num pro-
grama de computador para ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica, atrave´s do elemento finito
de tensa˜o plana com encruamento detalhado neste trabalho. A concordaˆncia entre os
resultados nume´ricos e anal´ıticos pode ser observada.
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5.2 Placa com um furo, em tensa˜o plana com en-
cruamento - modelo de Stein
Sera´ enfocado agora, ainda em tensa˜o plana, um exemplo que e´ uma refereˆncia
cla´ssica na plasticidade e que em aplicac¸o˜es de acomodac¸a˜o ela´stica, tem sido consi-
derado entre outros autores por Belytschko (1972), Corradi e Zavelani (1974), Nguyen
e Palgen (1979), Genna (1988), Gross-Weege (1997), Zouain et al. (1993) e Zouain
(2004), supondo o material da placa como elastopla´stico perfeito. Ja´ Stein et al. (1992),
Stein et al. (1993), Heitzer et al. (2000) e Compan (2003) abordam o mesmo problema,
considerando que o material apresente encruamento. Sera˜o feitas aqui ana´lises com o
algoritmo proposto para ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica, considerando o encruamento
com o modelo de Stein.
Seja a placa quadrada, de material homogeˆneo e iso´tropo, mostrada na figura
5.7, de lado L, com um furo de diaˆmetro D em seu centro, sujeita a cargas mecaˆnicas
uniformes biaxiais px e py. Sera˜o considerados nas ana´lises, dois diaˆmetros de furo, D =
0, 2L e D = 0, 8L. O material da placa tem coeficiente de Poisson ν = 0, 3, e nos casos
onde o encruamento e´ considerado, σY 0 = 0, 8σY (σ
0
Y 0 = 0, 8σ
0
Y ). Os carregamentos
constituem-se de cargas normais aos lados do quadrado e distribu´ıdas uniformemente,
px e py. As cargas podera˜o variar de forma proporcional ou independente, e as duas
hipo´teses sera˜o consideradas para cada um dos diaˆmetros. Os domı´nios das cargas
varia´veis sa˜o enta˜o:
1. cargas com variac¸o˜es proporcionais px = αpx e py = αpy, com 0 6 α 6 1;
2. cargas com variac¸o˜es independentes px = αpx com 0 6 α 6 1 e py = βpy com
0 6 β 6 1.
Para a placa com o furo de diaˆmetro D = 0, 2L, foi utilizada uma malha de
487 elementos e 2014 graus de liberdade mostrada na figura 5.8. Para a placa com
D = 0, 8L, foi usada uma malha com 599 elementos com 2536 graus de liberdade,
mostrada na figura 5.9. Estas malhas sa˜o as mesmas utilizadas em Zouain et al. (2002)
numa ana´lise em plasticidade perfeita, de forma que se possa testar o algoritmo para
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Figura 5.7: Placa quadrada de lado L com furo de diaˆmetro D (D=0,2L ou 0,8L) em
seu centro, sujeita a carregamentos ortogonais varia´veis px e py.
a situac¸a˜o de plasticidade perfeita e permitir avaliar a influeˆncia do encruamento.
Figura 5.8: Placa com furo D=0,2L.
Malha com 487 elementos
Figura 5.9: Placa com furo D=0,8L.
Malha com 599 elementos
Nas figuras que se seguem esta˜o consubstanciadas as ana´lises descritas acima.
Em cada figura sa˜o mostradas seis curvas de interac¸a˜o: As duas mais internas, repre-
sentam o limite do domı´nio ela´stico nos casos sem e com encruamento, este mostrado
em linha mais espessa; as duas curvas intermedia´rias correspondem ao diagrama de
Bree e limitam a regia˜o de acomodac¸a˜o ela´stica (shakedown) tambe´m a mais espessa
representando a situac¸a˜o com encruamento; finalmente, as linhas externas representam
as condic¸o˜es de colapso pla´stico e no caso, coincidem, considerando ou na˜o o encru-
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amento, uma vez que dependem essencialmente de σY . O tipo de colapso incipiente
tambe´m e´ referenciado nas figuras, pro´ximo a`s curvas de acomodac¸a˜o ela´stica: CIC
correspondendo a colapso incremental combinado e PA correspondendo a plasticidade
alternada.
As curvas de acomodac¸a˜o ela´stica, µpx × µpy sa˜o o resultado da ana´lise de
shakedown de 21 pontos.
As curvas que limitam o domı´nio ela´sticompx×mpy foram obtidas calculando-se
a ma´xima tensa˜o de Mises na placa para cada um dos ve´rtices do domı´nio de carrega-












Por sua vez as curvas de colapso pla´stico αpx × αpy sa˜o obtidas da soluc¸a˜o do
conjunto de cargas limite associadas aos ve´rtices de ∆, utilizando-se o mesmo algoritmo
usado para a adaptac¸a˜o ela´stica. O fator cr´ıtico de amplificac¸a˜o que da´ a carga de












Na Figura 5.10 esta´ mostrado o caso da placa com furo D = 0, 2L, com as
cargas agindo com valores independentes. Inicialmente pode-se observar, que no caso
de carregamento uniaxial com material idealmente pla´stico, o fator de amplificac¸a˜o do
domı´nio ela´stico para a acomodac¸a˜o ela´stica e´ exatamente 2,0 em estrita concordaˆncia
com o limite superior exato do fator de acomodac¸a˜o ela´stica (Staat e Heitzer, 1997).
No caso de material com encruamento, para o mesmo carregamento uniaxial, este fator
se reduz para 1,60, ou seja, uma reduc¸a˜o proporcional a σY 0/σY . Os resultados obtidos
coincidem com os obtidos por Stein et al. (1992) quando se leva em conta que os valores
obtidos por Stein, Zhang e Ko¨nig foram plotados em eixos p/σY 0 e q/σY 0 enquanto os
aqui obtidos foram plotados em eixos p/σY e q/σY .
Para todos as relac¸o˜es entre os carregamentos, a reduc¸a˜o do domı´nio ela´stico
em relac¸a˜o ao de um material elastopla´stico perfeito com tensa˜o de escoamento σY
ocorre como e´ esperado, proporcionalmente a σY 0/σY . Ocorre uma diminuic¸a˜o do
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Figura 5.10: Diagrama de interac¸a˜o para a placa com furo com D=0,2L e com material
elastopla´stico perfeito e com encruamento, sob ac¸a˜o independente das cargas px e py
. CP representa aqui o colapso pla´stico, AE representa o domı´nio de acomodac¸a˜o
ela´stica e E representa o domı´nio ela´stico. As curvas correspondentes a`s situac¸o˜es com
encruamento, esta˜o figuradas mais espessas.
domı´nio seguro de acomodac¸a˜o ela´stica definido pelo coeficiente de amplificac¸a˜o µ,
tambe´m proporcional a σY 0/σY , uma vez que o colapso incipiente e´ para todas as
relac¸o˜es dos carregamentos, de plasticidade alternada. Ou seja, o comportamento
com encruamento e´ similar ao que ocorreria no caso sem encruamento, pore´m com a
diminuic¸a˜o do domı´nio seguro devido a` primeira plastificac¸a˜o ocorrer mais cedo (com
σY 0 < σY ). Portanto, nessa situac¸a˜o, o fator determinante para a seguranc¸a e´ o limite
de escoamento inicial. Por sua vez, o mecanismo de colapso pla´stico, que depende
apenas da tensa˜o final de escoamento, possui coeficientes de amplificac¸a˜o α superiores
a µ para todos os ∆, coincidindo com o obtido para o material idealmente pla´stico,
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mas, na˜o sendo neste caso, o fator determinante da seguranc¸a.
Figura 5.11: Diagrama de interac¸a˜o para a placa com furo com D=0,2L e com material
elastopla´stico perfeito e com encruamento (linha mais espessa), sob ac¸a˜o proporcional
das cargas px e py. CP indica colapso pla´stico, AE o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica
e E o domı´nio elastico. O mecanismo de colapso de plasticidade alternada e´ indicado
por PA.
Na Figura 5.11 e´ mostrado o diagrama de interac¸a˜o para a mesma placa com o
furo com D = 0, 2L mas com os carregamentos proporcionais. No caso de plasticidade
ideal, para px 6= py, mecanismo e´ a plasticidade alternada, mas com px = py, a ampli-
ficac¸a˜o de ∆ resulta no mecanismo de colapso pla´stico (carga limite), dependente da
tensa˜o final de escoamento.
Ja´ no caso com encruamento, ale´m da mesma reduc¸a˜o dos domı´nios ela´stico e de
acomodac¸a˜o ela´stica se verificarem e´ importante notar que qualquer que seja a relac¸a˜o
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entre os carregamentos, o mecanismo de colapso incipiente e´ sempre de plasticidade
alternada, o colapso pla´stico na˜o sendo o cr´ıtico pois α sera´ sempre maior que µ,
evidenciando a importaˆncia da tensa˜o de escoamento inicial quando considerado o
encruamento. Este caso demonstra ale´m disso que na˜o e´ correta a utilizac¸a˜o de um
diagrama elastopla´stico perfeito com tensa˜o de saturac¸a˜o σY 0 pois neste caso como
visto acima o colapso pla´stico poderia ocorrer o que de fato na˜o e´ o caso. Ver tambe´m
Save et al. (1997) p.573.
Figura 5.12: Diagrama de interac¸a˜o para a placa com furo com D=0,8L e com material
elastopla´stico perfeito e com encruamento (curva mais espessa), sob ac¸a˜o independente
das cargas px e py. CP representa o colapso pla´stico, AE o domı´nio de acomodac¸a˜o
ela´stica e E o domı´nio ela´stico. PA indica o mecanismo de plasticidade alternada e
CIC o de colapso incremental combinado.
Na Figura 5.12 esta´ representado o caso da placa com furo D = 0, 8L, com as
cargas agindo de forma simultaˆnea e independente. A par da reduc¸a˜o nos coeficientes
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de amplificac¸a˜o devido a` grande reduc¸a˜o da parte resistente da placa, no caso sem
encruamento, pode ser observada tambe´m a mudanc¸a no mecanismo de colapso para
valores grandes de px/σY e de py/σY , passando de plasticidade alternada para colapso
incremental combinado. Nessa situac¸a˜o, pelo menos um ponto da placa estara´ sujeito a
plastificac¸a˜o alternada. Quando se considera o encruamento o mecanismo sempre sera´
o de plasticidade alternada mostrando que tambe´m nos casos de cargas independentes
na˜o e´ correta em geral, a utilizac¸a˜o de um diagrama de material elastopla´stico perfeito
com tensa˜o final de escoamento com valor σY 0.
Finalmente, na figura 5.13 e´ mostrado o diagrama de interac¸a˜o referente a` placa
com o mesmo furo D = 0, 8L, mas com carregamento proporcional. Neste caso em par-
ticular, para material elastopla´stico perfeito, o limite de colapso incremental combinado
e de colapso pla´stico coincidem para todas as relac¸o˜es entre as cargas. Entretanto, no
caso do material com encruamento, apesar de os dois limites estarem muito pro´ximos,
a curva que limita o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica corresponde ao mecanismo de
plasticidade alternada. No limite quando px = py os mecanismos sa˜o simultaˆneos.
Assim, µ 6 α.
O exemplo da placa com furo, onde existem pontos do corpo com concentrac¸a˜o
de tensa˜o, foi escolhido para permitir explicitar alguns aspectos ligados ao colapso de
natureza local. Isso e´ feito por Stein et al. (1993) usando o mesmo exemplo de placa
com furo, contudo considerando o encruamento ilimitado. Ora, pelo tipo de encrua-
mento considerado por estes autores, ficam automaticamente exclu´ıdos os mecanismos
de colapso de natureza global. Aqui e´ considerado o encruamento limitado. Pode-
se concluir no caso da placa com furo que, com encruamento cinema´tico limitado, o
colapso sera´ sempre de natureza local, por plasticidade alternada. Isto corrobora as
concluso˜es de Stein et al. (1993) p.258 de forma mais incisiva e evidencia, a importaˆncia
da tensa˜o de escoamento inicial no caso de materiais com encruamento.
Tanto o caso de carregamentos independentes quanto o caso de carregamentos
proporcionais, permitem observar que se o ca´lculo for feito considerado um material
elasto pla´stico ideal, a tensa˜o de escoamento a ser utilizada deve ser a tensa˜o de es-
coamento final do material real. Portanto, tambe´m aqui vale a observac¸a˜o feita na
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Figura 5.13: Diagrama de interac¸a˜o para a placa com furo com D=0,8L e com material
elastopla´stico perfeito e com encruamento (linhas mais espessas), sob ac¸a˜o proporcional
das cargas px e py. CP indica o colapso pla´stico, AE o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica
e E o domı´nio ela´stico. PA indica o mecanismo de plasticidade alternada e CIC o de
colapso incremental combinado.
conclusa˜o do exemplo do bloco a este respeito. Como no caso do bloco, tambe´m no
caso da placa com furo, a carga de colapso para o material com encruamento, coincide
com aquela obtida para o material idealmente pla´stico.
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5.3 Viga de material com encruamento sujeita a es-
forc¸o normal constante e momento varia´vel
Tendo em vista posteriores aplicac¸o˜es em vasos de pressa˜o onde as paredes ficam
submetidas a esforc¸os de membrana e momentos fletores, sera´ abordado a seguir um
exemplo cuja soluc¸a˜o anal´ıtica e´ bem conhecida (Ko¨nig, 1987) e para o qual, Zouain e
Silveira (1999), obtiveram as soluc¸o˜es de acomodac¸a˜o ela´stica em plasticidade perfeita.
Este mesmo exemplo sera´ abordado aqui, pore´m com a considerac¸a˜o do encruamento.
Considere-se a viga da figura 5.14 de sec¸a˜o retangular de largura t e altura h,
engastada em uma extremidade e sujeita a um carregamento axial de trac¸a˜o constante












No modelo de encruamento de Stein a admissibilidade pla´stica tem duas restric¸o˜es:
P1 : −σY 0 ≤ σ(z)− A(z) ≤ σY 0 (5.152)








Figura 5.14: Domı´nio das cargas varia´veis ∆ para a viga submetida a carga normal
constante e momento fletor varia´vel
As cargas de colapso pla´stico sa˜o para esforc¸o normal puro e momento fletor
puro:
NY = thσY , MY = th
2σY /4 (5.154)
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e as cargas de in´ıcio da plastificac¸a˜o no caso com encruamento:









O carregamento externo axial e´ suposto constante e o momento fletor varia´vel entre
limites sime´tricos. O domı´nio das cargas varia´veis e´:
∆0 : Next = N, −M ≤Mext ≤M (5.157)





















mσY = m0σY 0 (5.159)
a`s tenso˜es, me´dia axial correspondente a N e ma´xima de flexa˜o, correspondente a M ,
enta˜o o domı´nio das tenso˜es varia´veis e´ definido pelas desigualdades:
∆ := σN − σM 2|z|
h
≤ σ(z) ≤ σN + σM 2|z|
h
(5.160)
resultando na representac¸a˜o gra´fica de ∆ mostrada na figura 5.14.
5.3.1 Plasticidade alternada na flexa˜o
Segundo Polizzotto et al. (1993), um fator de carga ω∗ e´ seguro com relac¸a˜o a`
plasticidade alternada, se existe um campo fixo de tenso˜es σ0, (na˜o necessariamente
autoequilibrado) tal que quando superposto a`s tenso˜es pertencentes ao domı´nio de
variac¸a˜o das tenso˜es amplificado ω∗∆, a condic¸a˜o de admissibilidade pla´stica na˜o e´




{ω∗ | ω∗∆+ σ0 − A ⊂ P1, A ⊂ P2}, ∀x ∈ β (5.161)
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A acomodac¸a˜o ela´stica por sua vez, fica garantida se for imposto adicionalmente ao
campo das tenso˜es σ0, a restric¸a˜o de este ser residual. Esse fato, juntamente com a
definic¸a˜o dada a ∆ de ser um envelope desacoplado, conduz a:
µ ≤ ω (5.162)
Portanto, o fator de plasticidade alternada e´ um limite superior para o fator de aco-
modac¸a˜o ela´stica. O fator ω pode ser calculado identificando enta˜o z = h/2 com o
ponto cr´ıtico e dividindo-se enta˜o, no caso, o comprimento 2σY 0 do domı´nio de admis-













5.3.2 Mecanismo simples de colapso incremental
Foi desenvolvida por Zouain e Silveira (1999) e Silveira (1996), para materiais
ela´sticos idealmente pla´sticos, a soluc¸a˜o anal´ıtica para o mecanismo simples de colapso
incremental relativa a este exemplo. Nesses trabalhos, atrave´s de uma generalizac¸a˜o da
ana´lise limite, foi proposto um princ´ıpio variacional para o ca´lculo do fator de seguranc¸a
ρ em relac¸a˜o a` plastificac¸a˜o incremental.
A formulac¸a˜o esta´tica do problema da ana´lise limite consiste em encontrar o




{α∗ | σc ∈ P, σc ∈ S(α∗F )} (5.165)
onde S(F ) e´ o conjunto dos campos de tensa˜o que equilibram a carga F (ver 2.17) e
σc e´ o campo de tenso˜es correspondentes a` carga de colapso pla´stico instantaˆneo. As
tenso˜es ela´sticas σE equivalentes a cada uma das cargas aplicadas no corpo, sa˜o obtidas
resolvendo-se um problema de valor de contorno ela´stico. Chamando ρ˜(σE) o fator de
colapso instantaˆneo associado a` carga D′σE que equilibra o campo de tenso˜es σE, a
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{ρ∗ | σc ∈ P, σc ∈ S(ρ∗D′σE)} (5.166)
Utilizando as definic¸o˜es de 2.17 e 2.18, a segunda restric¸a˜o pode ser transformada:
〈σc,Dv〉 = 〈ρ∗D′σE, v〉 ∀v ∈ V (5.167)
ou
〈σc − ρ∗σE,Dv〉 = 0 ∀v ∈ V (5.168)
logo, o campo de tenso˜es σc − ρ∗σE e´ autoequilibrado pois σc − ρ∗σE ∈ Sr conforme




{ρ∗ | ρ∗σE + σr ∈ P, σr ∈ Sr} (5.169)
No caso de um domı´nio de carregamento, ∆E, define-se o fator de amplificac¸a˜o ρ de
forma que o corpo na˜o sofra colapso instantaˆneo para nenhum σE ∈ ∆E, como o menor
valor do amplificador de colapso ρ˜(σE), ou seja:
ρ = inf
σE∈W′
{ρ˜(σE) | σE ∈ ∆E} (5.170)
onde ρ˜(σE) e´ o fator de colapso instantaˆneo para um campo de tenso˜es ela´sticas asso-
ciado a um carregamento. O domı´nio de tenso˜es ∆E e´ associado via um mapeamento
ela´stico ao domı´nio de cargas ∆0. Definindo-se uma envolto´ria desacoplada ponto a
ponto como em 3.8, o princ´ıpio fica:
ρ = inf
σ∈W ′
{ρ˜(σ) | σ ∈ ∆} (5.171)
No caso σ na˜o e´ mais um campo de tensa˜o ela´stica mas apenas uma distribuic¸a˜o de
tenso˜es, admiss´ıveis em cada ponto do corpo (ver figura 5.14). Em dois pontos distintos
do corpo, x1 e x2 pode-se ter, por exemplo, tenso˜es ela´sticas σ
E
1 (x1) devido a uma carga
F1 e σ
E
3 (x2) devida a uma outra carga, F3. Assim, o fator de amplificac¸a˜o ρ relativo
ao colapso instantaˆneo para uma carga qualquer σ ∈ ∆, e´ na verdade um fator de






{ρ∗ | ρ∗∆+ σr ∈ P, σr ∈ Sr} (5.172)
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O fator de amplificac¸a˜o para o colapso instantaˆneo, ρ˜ , mesmo para um material
que apresente encruamento, dependera´ somente da tensa˜o final de escoamento, o mesmo
ocorrendo em relac¸a˜o ao fator de amplificac¸a˜o para o colapso incremental simples, ρ.
Assim, a soluc¸a˜o relativa ao colapso incremental simples do problema da viga,
desenvolvida em Zouain e Silveira (1999) para plasticidade perfeita, pode ser mantida
no caso com encruamento, uma vez que depende somente de n e m na definic¸a˜o dos
quais so´ comparece a tensa˜o de escoamento final σY . Assim, tomando como refereˆncia
o trabalho de Zouain e Silveira (1999), tem-se duas situac¸o˜es:





que resulta no diagrama da figura 5.15 na reta BCC’D:
4(ρn) + 3(ρm) = 4 (5.174)






que resulta no diagrama da figura 5.15 na curva:
(ρm) + (ρn)2 = 1 (5.176)
a qual coincide com o trecho ED da parabola BFF’DE que representa o colapso ins-
tantaˆneo.
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Figura 5.15: Diagrama de Bree para a viga sob carga axial constante e momento fletor
varia´vel. A curva EDFF’B representa o colapso pla´stico. As curva ED e a reta DCC’B
indicam o colapso incremental. A reta ACFG representa a plasticidade alternada para
materiais sem encruamento e a reta A’C’F’G’ a plasticidade alternada para materiais
com encruamento com (σY 0/σY = 0, 8). AE indica o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica
e E o domı´nio ela´stico.
Na figura 5.15 esta˜o plotadas as curvas do colapso pla´stico, de plasticidade
alternada e de colapso incremental simples, com e sem encruamento.
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5.3.3 Soluc¸o˜es nume´ricas para a viga
Para modelar a viga engastada em uma das extremidades, foram utilizadas oito
camadas de elementos finitos de tensa˜o plana conforme o modelo mostrado na figura






Figura 5.16: Modelo de elementos finitos em 8 camadas para a viga engastada em uma
extremidade sob carga axial constante e momento fletor varia´vel.
constante e momento fletor varia´vel, foram tambe´m obtidas as soluc¸o˜es nume´ricas as
quais se encontram plotadas juntamente com as soluc¸o˜es anal´ıticas, na figura 5.17
para materiais elasto pla´sticos ideais e para materiais que apresentam encruamento,
este para a relac¸a˜o σY 0/σY = 0, 8. Pode-se observar a excelente concordaˆncia dos
resultados nume´ricos com os anal´ıticos e a reduc¸a˜o ocasionada nos domı´nios, provocada
pelo encruamento.
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Figura 5.17: Resultados nume´ricos (diagrama de Bree) para a viga sob carga axial
constante e momento fletor varia´vel. Os valores nume´ricos sa˜o indicados por quadrados
preenchidos para o limite do domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica e por c´ırculos vazios para
o limite do domı´nio de elasticidade. As linhas cont´ınuas sa˜o as soluc¸o˜es anal´ıticas
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5.4 Tubo fechado sob pressa˜o e temperatura varia´veis,
com tensa˜o de escoamento dependente da tem-
peratura e com encruamento
Analisando o revestimento de elementos combust´ıveis de reatores ra´pidos, Bree
(1967) estudou o caso de tubos submetidos ao efeito combinado de pressa˜o interna
varia´vel, oriunda dos produtos de fissa˜o gasosos e a altos fluxos de calor intermitentes.
A parede do tubo esta´ sujeita a um grande gradiente de temperatura quando o reator
esta´ ligado e a um gradiente nulo quando ele esta´ desligado, ficando assim submetida
a importantes solicitac¸o˜es te´rmicas varia´veis. O problema do tubo fechado nas extre-
midades e sujeito a cargas termo-mecaˆnicas varia´veis e´ um problema de refereˆncia nas
ana´lises de acomodac¸a˜o ela´stica e e´ relevante tanto do ponto de vista teo´rico quanto
das aplicac¸o˜es em n´ıvel industrial. Diversos autores o teˆm tratado: Gokhfeld e Cherni-
avsky (1980), Ponter e Karadeniz (1985), Stein et al. (1992), Stein et al. (1993), Yan
(1999), Heitzer et al. (2000), Zouain e Silveira (2001), Heitzer e Staat (1999), Heitzer
e Staat (2003) e Zouain (2004).
Sera´ estudada aqui a acomodac¸a˜o ela´stica para os casos de tubos cujo compor-
tamento do material siga o modelo de Mises. Todos os tubos aqui enfocados, sera˜o
longos, fechados, sujeitos a variac¸o˜es independentes, de pressa˜o interna e de gradientes
de temperatura atrave´s de sua parede.
Sera˜o estudados tubos de parede espessa e de parede fina, com uma extremidade
livre e com ambas extremidades restritas, em plasticidade perfeita e com a considerac¸a˜o
do encruamento.
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5.4.1 Soluc¸o˜es anal´ıticas para tubo longo, fechado, livre em
uma extremidade, sob pressa˜o e temperatura varia´veis
Considere-se um tubo longo, fechado, sujeito a` pressa˜o interna que pode variar
entre zero e um valor ma´ximo pint. Considere-se que , independentemente, o tubo
tambe´m esta´ sujeito a um campo de temperatura varia´vel com um perfil instantaˆneo
θ(R), logar´ıtmico atrave´s da espessura de sua parede. Esta hipo´tese e´ compat´ıvel
com um regime estaciona´rio de transfereˆncia de calor o que e´ va´lido quando os ciclos
te´rmicos sa˜o suficientemente lentos. Seja θext a temperatura externa que e´ tomada
como temperatura de refereˆncia e θint a temperatura interna que pode variar entre θext
e um valor ma´ximo θint.
Figura 5.18: Tubo longo fechado, livre em uma extremidade, de parede fina ou espessa,
sob ac¸a˜o independente das cargas te´rmica e de pressa˜o. A carga te´rmica tem um perfil
logar´ıtmico ao longo da espessura da parede. Tambe´m e´ mostrada a malha de elementos
finitos axissime´tricos utilizada nos ca´lculos nume´ricos, com 43 elementos.
Seguindo Zouain e Silveira (2001) e Zouain (2004) que abordam simultaneamente
tubos de parede espessa e fina, sejam Rint e Rext respectivamente os raios interno e
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onde σ0Y e´ a tensa˜o de escoamento no final do encruamento, na temperatura de re-









σ0Y ln ` (5.181)












variando entre 0 e pˆ =
√
3βp. Como ` > 1, ` < β < `2. Logo quando ` → 1+, estara´
representado o tubo fino, com espessura de parede nula. Neste caso, β → 1+.
A temperatura na parede θ a uma distaˆncia adimensional r do eixo do tubo,
(Harvey, 1974) e´:
θ(r) = θext − (θint − θext) ln r
ln `
(5.184)




2(1− ν)(`2 − 1)σ0Y
(5.185)
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onde E e´ o mo´dulo de Young, ν o coeficiente de Poisson e αθ e´ o coeficiente de expansa˜o
te´rmica. Na forma adimensional, os limites do carregamento te´rmico sa˜o zero e
q :=
Eαθθ
2σ0Y (1− ν)(`2 − 1)
(5.186)





= (`2 − 1)q (5.187)
cujos limites sa˜o zero e
qˆ = (`2 − 1)q = Eαθθ
2σ0Y (1− ν)
(5.188)
Tendo em vista a considerac¸a˜o da variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a tempera-
tura, representando-se a temperatura mais alta θint = θ simplesmente e tomando a
temperatura externa como temperatura de refereˆncia θ0, de 4.102 e de 4.103 vem:
σY = σ
0
Y [1− cy(θ − θ0)] (5.189)
σY 0 = σ
0
Y 0[1− cy0(θ − θ0)] (5.190)
que correspondem a uma variac¸a˜o linear da tensa˜o de escoamento com a temperatura
(Gokhfeld e Cherniavsky, 1980).
Substituindo-se 5.184 e 5.185 em 5.189 e 5.190, e definindo-se para representar










obte´m-se as variac¸o˜es das tenso˜es de escoamento correspondentes ao final e ao in´ıcio
do encruamento, atrave´s da parede do tubo como:
σY (r) = σ
0
Y (1 + 2CY βq ln r) (5.193)
σY 0(r) = σ
0
Y 0(1 + 2CY 0βq ln r) (5.194)
E, tendo em vista 4.104, pode-se escrever:
CY 0 = CτCY (5.195)
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e assim, 5.193 e 5.194 ficam:
σY (r) = σ
0
Y (1 + 2CY βq ln r) (5.196)
σY 0(r) = σ
0
Y 0(1 + 2CτCY βq ln r) (5.197)
O carregamento externo e´ dado pela soluc¸a˜o das tenso˜es ela´sticas para o tubo longo
fechado: σp, sob pressa˜o somente e σq sob carregamento te´rmico puro. Estes campos
de tensa˜o sa˜o colocados na forma adimensional utilizando-se o tensor reduzido
σ˜ := (1/σ0Y )σ (5.198)
Enta˜o:
σ˜p := (1/pσ0Y )σ
p σ˜q := (1/qσ0Y )σ
q (5.199)
e as seguintes cargas varia´veis sa˜o produzidas pelas tenso˜es ela´sticas:
σE = σ0Y (pσ
p + qσq) (5.200)
onde os campos de tenso˜es ela´sticas ba´sicas sa˜o (Gokhfeld e Cherniavsky, 1980):
Tenso˜es ela´sticas devidas a` pressa˜o:
σ˜pr = 1− r−2 σ˜pθ = 1 + r−2 σ˜pz = 1 (5.201)
Tenso˜es ela´sticas devidas a` temperatura:
σ˜qr = r
−2 − 1 + 2β ln r (5.202)
σ˜qθ = −r−2 − 1 + 2β(1 + ln r) (5.203)
σ˜qz = 2[−1 + β(1 + 2 ln r)] (5.204)
onde (r, θ, z) e´ o sistema cil´ındrico de coordenadas adimensionais. As componentes
desviadoras do tensor tensa˜o sa˜o:
Tenso˜es desviadoras ela´sticas devidas a` pressa˜o:
S˜pr = −r−2 S˜pθ = r−2 S˜pz = 0 (5.205)













[−1 + β(1 + 2 ln r)] (5.208)
O domı´nio local das cargas varia´veis ∆(r) sera´ o paralelogramo de quatro ve´rtices
{σ˜k(r); k = 1 : 4} dado por 5.200 com (p, q) = {(0, 0), (0, q), (p, q), (p, 0)}.
Soluc¸a˜o anal´ıtica para a plasticidade alternada
Sera´ seguida aqui a mesma metodologia exposta, para plasticidade perfeita, em
Zouain e Silveira (2001) e em Zouain (2004) que estende as deduc¸o˜es para considerar
a influeˆncia da temperatura na tensa˜o de escoamento. Aqui sera´ feita uma extensa˜o
para, ale´m destes efeitos, considerar o material com encruamento.
Os pontos cr´ıticos para a plasticidade alternada sa˜o aqueles onde as maiores
variac¸o˜es de tenso˜es ela´sticas ocorrem e no caso do tubo, estes pontos situam-se na
superf´ıcie interna. Assim, a ana´lise se reduz a uma problema local de otimizac¸a˜o
associado ao domı´nio de variac¸o˜es de tenso˜es ela´sticas ∆(r) para r = `−1. Portanto,
neste caso, 5.197 fica:
σY 0(`
−1) = σ0Y 0
[
1− CτCY (`2 − 1)q
]
(5.209)
Ale´m disso, e´ sabido que um ciclo cr´ıtico de plasticidade alternada pode consistir de
escoamento sob carga de pressa˜o pura, seguido de um escoamento reverso sob carga
te´rmica pura. A soluc¸a˜o do problema de otimizac¸a˜o local, translada e amplifica o
quadrila´tero ∆(`−1) de forma a que dois ve´rtices opostos dele pσ0Y σ˜
p e qσ0Y σ˜
q se tornem
um diaˆmetro da superf´ıcie coˆnica de Mises (Gokhfelf e Cherniavsky) p.173, cujo raio








1− CτCY (`2 − 1)q
]
(5.210)
Portanto os paraˆmetros cr´ıticos de amplificac¸a˜o (p, q) = (ωp, ωq) satisfazem a` seguinte
condic¸a˜o:
‖ωqσ0Y S˜q(`−1)− ωpσ0Y S˜p(`−1)‖ = 2M(`−1) (5.211)
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resultando em:








1− CτCY (`2 − 1)ωq
]
(5.212)
Substituindo as tenso˜es desviadoras 5.205, 5.206, 5.207 e 5.208 em 5.212 re-
sulta, no caso mais geral de encruamento com a tensa˜o de escoamento variando com a
temperatura, a elipse no diagrama para os valores cr´ıticos (p, q) = (ωp, ωq):





1− CτCY (`2 − 1)ωq
]2
(5.213)
Se na˜o houver encruamento, enta˜o (σ0Y 0/σ
0
Y ) = 1 e Cτ = 1. Se na˜o for considerada a
variac¸a˜o da tensa˜o de escoamento com a temperatura, enta˜o CY = 0.
Esta elipse pode ser plotada num diagrama do tipo Bree, em termos dos paraˆmetros
cr´ıticos definidos em 5.183 e 5.188, (pˆ, qˆ) = (ωpˆ, ωqˆ):
(ωpˆ)2`4(`2 − 1)2 + 4(ωqˆ)2β2(`2 − β)2 + 2
√
3(ωpˆ)(ωqˆ)β`2(`2 − 1)(`2 − β)








Soluc¸a˜o anal´ıtica para o colapso incremental
Para o caso do tubo aqui estudado, Gokhfeld e Cherniavsky (1980) p.175, indi-
cam que a curva correspondente ao colapso incremental no diagrama dos paraˆmetros
cr´ıticos, na˜o e´ influenciada pela dependeˆncia da tensa˜o de escoamento a` temperatura.
Zouain e Silveira (2001), para CY = 0, fornecem uma soluc¸a˜o anal´ıtica exata a
partir de um mecanismo simples de colapso incremental e ale´m da soluc¸a˜o exata, uma
aproximac¸a˜o bastante pro´xima (0,6% de erro), que e´ a reta dada abaixo com ρub ≤ µ,
que pode ser utilizada como refereˆncia para as comparac¸o˜es com os valores nume´ricos.
ρubpˆ+
√
3β [1− β(1− ln β)]
(`2 − 1)2 ρ
ubqˆ = 1 (5.215)
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Soluc¸o˜es nume´ricas com elementos finitos para o tubo longo, fechado, livre
em uma das extremidades
No que se segue, sa˜o apresentados os resultados nume´ricos obtidos com a uti-
lizac¸a˜o dos elementos finitos axissime´tricos mistos com varia´veis internas de encru-
amento e interpolac¸o˜es quadra´ticas para os campos de velocidade, lineares para as
tenso˜es desviadoras e constante para a tensa˜o me´dia, descritos neste trabalho.
Inicialmente, sem se considerar a influeˆncia da temperatura na tensa˜o de es-
coamento, sera´ feita uma comparac¸a˜o dos resultados nume´ricos gerados a partir do
algoritmo descrito neste trabalho, com aqueles anal´ıticos, obtidos por Zouain e Silveira
(2001) em que se supo˜e o material elastopla´stico ideal. Nos mesmos diagramas de Bree,
sera˜o feitas as comparac¸o˜es referentes ao encruamento, com os resultados nume´ricos
sendo comparados aos anal´ıticos obtidos aqui.
Todas as comparac¸o˜es acima sera˜o feitas para tubos com ` := Rext/Rint com
valores 1,25 representando os tubos de parede espessa e 1,10, representando os tubos
de parede fina. A malha de elementos finitos utilizada, com 43 elementos e´ mostrada
na 5.18.
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Resultados em plasticidade ideal e com encruamento com tensa˜o de escoa-
mento insens´ıvel a` temperatura
Na figura 5.19 e´ mostrado o diagrama de interac¸a˜o do tipo Bree para o tubo
de parede espessa com ` = 1, 25, com a tensa˜o de escoamento na˜o dependendo da
temperatura (CY=0), e para materiais sem e com encruamento. Como refereˆncia,
sa˜o mostrados tambe´m para ambos os materiais, os domı´nios ela´sticos, determinados
segundo o crite´rio ja´ definido em 5.149.
Figura 5.19: Diagrama de interac¸a˜o para o tubo longo fechado, livre em uma extre-
midade, de parede espessa com ` = 1, 25, sob ac¸a˜o independente das cargas te´rmica e
de pressa˜o, em plasticidade ideal e com encruamento com σY 0/σY = 0.8. As linhas
indicam as soluc¸o˜es anal´ıticas e os pontos os resultados nume´ricos com 43 elementos.
AE representa o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica e E o domı´nio ela´stico. PA indica o
mecanismo de plasticidade alternada e CIC o de colapso incremental combinado.
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Pode-se observar a substancial reduc¸a˜o no domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica, de-
vido a` considerac¸a˜o do encruamento. Portanto, para os materiais reais que apresentam
encruamento a considerac¸a˜o do mesmo e´ relevante para a seguranc¸a da estrutura com
relac¸a˜o ao colapso por plasticidade alternada. Observa-se tambe´m a boa concordaˆncia
dos resultados nume´ricos com as soluc¸o˜es anal´ıticas. O diagrama de interac¸a˜o para
Figura 5.20: Diagrama de interac¸a˜o para o tubo longo fechado, livre em uma extre-
midade, de parede fina com ` = 1, 10, sob ac¸a˜o independente das cargas te´rmica e
de pressa˜o, em plasticidade ideal e com encruamento com σY 0/σY = 0.8. As linhas
indicam as soluc¸o˜es anal´ıticas e os pontos os resultados nume´ricos obtidos com 43 ele-
mentos. AE representa o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica e E o domı´nio ela´stico. PA
indica o mecanismo de plasticidade alternada e CIC o de colapso incremental combi-
nado.
o tubo com parede fina (` = 1, 10) e´ mostrado na 5.20. As mesmas caracter´ısticas
notadas para o tubo de parede espessa sa˜o observadas aqui, assim como a mesma boa
concordaˆncia com os resultados anal´ıticos.
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5.4.2 Tubo longo, fechado, restrito em ambas extremidades,
sob pressa˜o e temperatura varia´veis
Sera˜o agora apresentadas as soluc¸o˜es nume´ricas referentes a um tubo com extre-
midades restritas axialmente, sujeito a pressa˜o interna e temperatura com decaimento
de perfil logar´ıtmico atrave´s da espessura da parede, cujas variac¸o˜es sa˜o independentes.
O mesmo material com σ0Y 0/σ
0
Y = 0, 8 sera´ considerado. Sera˜o considerados tubos de
parede espessa (` = 1, 25) e de parede fina (` = 1, 10).
Figura 5.21: Tubo longo fechado, restrito em ambas as extremidades, de parede fina ou
espessa, sob ac¸a˜o independente das cargas te´rmica e de pressa˜o. A carga te´rmica tem
um perfil logar´ıtmico ao longo da espessura da parede. Tambe´m e´ mostrada a malha de
elementos finitos axissime´tricos com 43 elementos.
Os resultados nume´ricos para tubos restritos de parede espessa e de parede fina
para CY = 0, com e sem encruamento sa˜o apresentados a seguir.
117
Figura 5.22: Tubo de parede espessa com ` = 1, 25, sob ac¸a˜o independente das cargas
te´rmica e de pressa˜o, em plasticidade ideal e com encruamento com σY 0/σY = 0.8.
Figura 5.23: Tubo de parede fina com ` = 1, 10, sob ac¸a˜o independente das cargas
te´rmica e de pressa˜o, em plasticidade ideal e com encruamento com σY 0/σY = 0.8.
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Nos diagramas de interac¸a˜o para o tubo longo, fechado e restrito em ambas as
extremidades (ver figuras 5.22 e 5.23), os pontos indicam os resultados nume´ricos e
as linhas tracejadas aqui na˜o correspondem a` soluc¸a˜o anal´ıtica (na˜o dispon´ıvel neste
caso), mas sa˜o somente interpolac¸o˜es dos pontos calculados. AE representa o domı´nio
de acomodac¸a˜o ela´stica e E o domı´nio ela´stico. PA indica o mecanismo de plasticidade
alternada e CIC o de colapso incremental combinado.
Comparac¸a˜o com o trabalho de Staat e Heitzer
Um tubo de parede fina, ` = 1, 10, restrito na direc¸a˜o axial, e´ analisado por Stein
et al. (1992) e Stein et al. (1993). Para este problema, o domı´nio dos carregamentos
e´ definido por:
0 6 p 6 µα1p0, 0 6 α1 6 1, 0 6 θint 6 µα2θint0 , 0 6 α2 6 1 (5.216)
onde µ e´ o coeficiente de amplificac¸a˜o da acomodac¸a˜o ela´stica e α1 e α2 sa˜o paraˆmetros
que variam independentemente permitindo assim a investigac¸a˜o de variac¸o˜es arbitra´rias
da relac¸a˜o carga mecaˆnica / carga te´rmica. p0 e´ o ma´ximo valor considerado para a
carga mecaˆnica e θint0 a ma´xima temperatura interna. Assim, a pressa˜o interna pode
variar entre zero e p0 e temperatura, varia na face interna da parede entre zero e θ0. E´
admitido um perfil linear de temperatura atrave´s da espessura da parede do tubo, e a
temperatura externa e´ igual a zero na face externa para qualquer tempo t. Devido aos
paraˆmetros α1 e α2,os carregamentos mecaˆnico e te´rmico teˆm variac¸o˜es independentes.
Os resultados nume´ricos correspondem no que diz respeito ao encruamento, a`
escolha de σY = 1, 35σY 0. Para fins de comparac¸a˜o, tambe´m as ana´lises com um
material elastoplastico ideal sa˜o feitas.
O mesmo problema e´ considerado por Heitzer e Staat (2003) e Heitzer et al.
(2000). Nesses trabalhos, os autores chamam p0 a ma´xima pressa˜o calculada para
as cargas puramente mecaˆnicas e θ0, a temperatura correspondente a` ma´xima carga










A figura 5.24 mostra os resultados por no´s obtidos e que podem ser comparados
com os obtidos por Heitzer e Staat (2003) e Heitzer et al. (2000) desde que se tome
σY em 5.218.
Figura 5.24: Diagrama de interac¸a˜o para o tubo longo fechado, restrito em ambas
extremidades, de parede fina com ` = 1, 10, sob ac¸a˜o independente das cargas te´rmica
e de pressa˜o, em plasticidade ideal e com encruamento com σY = 1, 35σY 0. Os pontos
indicam os resultados nume´ricos e as linhas que os unem na˜o sa˜o soluc¸o˜es anal´ıticas
mas somente interpolac¸o˜es destes pontos. AE representa o domı´nio de acomodac¸a˜o
ela´stica e E o domı´nio ela´stico. PA indica o mecanismo de plasticidade alternada e CI
o de colapso incremental.
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5.5 Esfera de parede espessa sob pressa˜o e tempe-
ratura varia´veis
Com o objetivo de estender as ana´lises de acomodac¸a˜o ela´stica visando valida´-
las para um maior nu´mero de estruturas de engenharia, e´ feita a seguir uma aplicac¸a˜o
comparando o algoritmo utilizado aqui com o trabalho desenvolvido por Yan (1999)
em sua tese de doutorado, referente a` acomodac¸a˜o ela´stica de uma esfera de parede
espessa constitu´ıda de um material elasto pla´stico ideal, sujeita a pressa˜o interna e
carga te´rmica, problema para o qual existe soluc¸a˜o anal´ıtica. Validados os resultados
para a elastoplasticidade ideal, e´ enta˜o feita a extensa˜o das ana´lises de modo a se
considerar um material com encruamento limitado.
Devido a` simetria central, duas componentes das tenso˜es (nos dois planos me-
ridionais) sa˜o iguais e Yan (1999) p. 143, considera que as condic¸o˜es de escoamento
de Tresca (usada naquele trabalho) e de Mises (utilizada aqui) coincidem. A esfera e´
constitu´ıda de material com mo´dulo de Young E = 210000MPa, coeficiente de Poisson
ν = 0, 3 e coeficiente de dilatac¸a˜o te´rmica α = 1 × 10−5/Co. O seguinte paraˆmetro













Figura 5.25: Distribuic¸a˜o de temperatura na parede da esfera e malha utilizada com
237 elementos finitos para simetria de revoluc¸a˜o
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Seguindo Yan (1999), chamando θint a temperatura na face interna da parede
da esfera e θext = 0 a temperatura na parede externa, o seguinte perfil de temperaturas




A figura 5.25 mostra a distribuic¸a˜o da temperatura na parede da esfera e a malha de
elementos finitos utilizada.
No trabalho de Yan (1999), duas situac¸o˜es de carregamento sa˜o abordadas. a)
Carga de pressa˜o interna constante e temperatura varia´vel b) Pressa˜o e temperatura
varia´veis. O domı´nio de cargas, no espac¸o pressa˜o-temperatura tera´ enta˜o na situac¸a˜o
a), dois ve´rtices
V (1) = (p, 0), V (2) = (p, θ) (5.221)
e na situac¸a˜o b), quatro ve´rtices:
V (1) = (0, 0), V (2) = (p, 0), V (3) = (p, θ), V (4) = (0, θ) (5.222)













`2 + `+ 1
`+ 2`2
(5.224)
A figura 5.26 mostra a comparac¸a˜o dos valores nume´ricos calculados aqui, com
os valores nume´ricos obtidos por Yan (1999) e com os valores anal´ıticos. Quando p varia
independentemente de q, nota-se uma reduc¸a˜o aprecia´vel no domı´nio de acomodac¸a˜o
ela´stica. Os resultados nume´ricos obtidos por Yan enta˜o em excelente concordaˆncia
com os anal´ıticos. Os resultados obtidos aqui tambe´m esta˜o em excelente concordaˆncia
com ambos, exceto ao longo da reta que separa os domı´nios de acomodac¸a˜o ela´stica para
p constante do domı´nio de colapso incremental. Como nos exemplos anteriores, aqui
tambe´m o gra´fico pode ser subdividido em sub-regio˜es correspondendo aos diversos
mecanismos de colapso ou de acomodac¸a˜o ela´stica. As seguintes regio˜es podem ser
distinguidas:
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a) Regia˜o de comportamento completamente ela´stico E.
b) A acomodac¸a˜o ela´stica ocorre na regia˜o AE1, se a pressa˜o interna varia arbi-
trariamente e independentemente da temperatura.
c) A acomodac¸a˜o ela´stica ocorre na regia˜o AE2 se a pressa˜o interna for constante
quando da variac¸a˜o da temperatura.
d) A plasticidade alternada ocorre nas regio˜es, PA2 se p for constante ou PA1,
se p variar.
e) O colapso incremental ocorre no domı´nio assinalado por CI.
f) O colapso pla´stico ocorre no ponto CP.
Figura 5.26: Comparac¸a˜o dos valores nume´ricos obtidos neste trabalho (indicados por
quadrados pretos) com os obtidos por Yan (indicados por X e por quadrados brancos)
e com a soluc¸a˜o anal´ıtica (retas cont´ınuas) para p constante e p varia´vel. Notar a
substancial reduc¸a˜o no domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica para p varia´vel
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Ja´ a figura 5.27 na qual e´ utilizada a mesma notac¸a˜o da figura 5.26, mostra a
reduc¸a˜o nos domı´nios de acomodac¸a˜o ela´stica, tanto para o caso de p constante quanto
de p varia´vel, devido ao encruamento. Isso mostra a necessidade da considerac¸a˜o do
encruamento ao inve´s de se utilizar um material elastopla´stico ideal. Contudo, deve-se
observar que a carga de colapso pla´stico na˜o e´ afetada pela existeˆncia do encruamento.
Isto indica que caso se utilize um modelo de material elastopla´stico ideal, a tensa˜o de
escoamento a considerar deve ser σY e na˜o σY 0. Apesar de essa ser a considerac¸a˜o ade-
quada para este modelo, isto na˜o garante a seguranc¸a contra a plasticidade alternada.
Figura 5.27: Efeito do encruamento no diagrama de interac¸a˜o da esfera. Os valores
nume´ricos esta˜o indicados por quadrados pretos e as linhas na˜o correspondem a soluc¸o˜es
anal´ıticas mas sa˜o apenas interpolac¸o˜es dos valores calculados de forma a que sejam
delimitados os va´rios domı´nios. Na˜o esta˜o mostrados aqui os domı´nios ela´sticos
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5.6 Vaso de pressa˜o com extremidades torisfe´ricas
Finalmente, sera´ considerado agora um vaso de pressa˜o com extremidades to-
risfe´ricas constitu´ıdo de material ela´stico idealmente pla´stico com material de Mises,
que e´ analisado com somente um carregamento varia´vel (Makrodimopoulos, 2006), no
caso a pressa˜o interna. Geralmente a ana´lise limite de vasos de pressa˜o e´ encontrada na
literatura (Yamamoto et al., 1997, Yan et al., 2003), o mesmo na˜o ocorrendo ate´ agora
com a ana´lise de acomodac¸a˜o ela´stica. Este e´ um exemplo recente na literatura e que
aborda um componente um pouco mais pro´ximo de componentes usados na indu´stria
nuclear.
No presente trabalho, inicialmente sera´ feita a mesma ana´lise de acomodac¸a˜o
ela´stica que Makrodimopoulos (2006) fez, com somente a pressa˜o interna varia´vel e
com as mesmas malhas, estruturadas em camadas, de elementos finitos para simetria
de revoluc¸a˜o utilizadas por ele, com cujos resultados sera˜o feitas comparac¸o˜es.
Pore´m, num segundo passo, sera´ adicionalmente feita uma ana´lise de acomodac¸a˜o
ela´stica, tanto em plasticidade ideal quanto com a considerac¸a˜o do encruamento, na
qual sera´ considerado ale´m do carregamento de pressa˜o varia´vel, um carregamento
te´rmico varia´vel com perfil linear atrave´s da espessura da parede. Nestas ana´lises, sera´
tambe´m calculada a carga limite e sera˜o gerados os diagramas de Bree.







= 0, 04 (5.225)
e sera˜o examinados dois casos, de forma a se avaliar a influeˆncia de relac¸a˜o r/Rc. Estes











Figura 5.28: Vaso de pressa˜o com extremidades torisfe´ricas.
5.6.1 Vaso com extremidades torisfe´ricas sujeito a pressa˜o in-
terna varia´vel
Na ana´lise inicial, so´ com pressa˜o varia´vel, foram utilizadas tanto para TOR
1 quanto para TOR 2, malhas estruturadas de elementos finitos com 2, 4, 8 e 16
camadas. Foram utilizados por Makrodimopoulos (2006), elementos quadrila´teros de
9 no´s os quais foram separados em dois elementos triangulares de 6 no´s.
O nu´mero de elementos finitos utilizados esta´ mostrado na tabela 5.1, a qual
tambe´m apresenta o resultado da ana´lise so´ com pressa˜o interna varia´vel. Para cada
caso, nela sa˜o mostradas as cargas correspondente ao limite ela´stico PE, a carga de
acomodac¸a˜o ela´stica PSD, a carga limite PL e a carga correspondente a` plasticidade
alternada PAP . Os valores esta˜o normalizados por pˆ = σY t/Rc. Os valores referentes ao
trabalho de Makrodimopoulos esta˜o grafados em tipo normal e os valores obtidos nesta
tese, sa˜o indicados em negrito e adicionalmente, os tipos de colapso sa˜o indicados com
um asterisco. PE representa a amplificac¸a˜o correspondente ao limite ela´stico, PSD, a
amplificac¸a˜o que corresponde a` acomodac¸a˜o ela´stica, PL a amplificac¸a˜o da carga limite
e PAP , a amplificac¸a˜o de plasticidade alternada.
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TOR 1 2× 104 416 0,391 0,303 0,782 0,570 0,945 0,850 0,782 0,570
4× 210 1680 0,354 0,310 0,708 0,599 0,934 0,904 0,708 0,599
8× 424 6784 0,339 0,312 0,678 0,614 0,933 0,915 0,678 0,614
16× 850 27200 0,332 0,312 0,664 0,619 0,932 0,917 0,664 0,619
TOR 2 2× 110 440 0,791 0,694 1,142 1,139 1,142 1,139 1,582 -
4× 223 1784 0,757 0,704 1,141 1,140 1,141 1,141 1,514 -
8× 450 7200 0,740 0,706 1,141 1,140 1,141 1,141 1,481 -
416× 903 28896 0,732 0,706 1,141 1,141 1,141 1,141 1,464 -
Tabela 5.1: Comparac¸a˜o entre os trabalhos de Makrodimopoulos e este trabalho para
as relac¸o˜es r/Rc = 0, 1 e r/Rc = 0, 4, com malhas em 2, 4, 8 e 16 camadas.
Para TOR 2, o algoritmo aqui utilizado na˜o pode obter a carga correspondente a`
plasticidade alternada, uma vez que ele calcula o menor dos fatores de amplificac¸a˜o. No
caso o mecanismo de colapso como podera´ ser visto na figura 5.31, na˜o e´ a plasticidade
alternada mas o colapso incremental.
Como pode ser observado, ocorre a convergeˆncia dos valores de Makrodimo-
poulos e dos aqui calculados. Esta convergeˆncia se da´ mais rapidamente no caso de
TOR 2, onde a plasticidade alternada na˜o e´ o mecanismo de colapso. Como ja´ visto
nos exemplos anteriormente estudados, de tubos ou esferas, este tipo de colapso de
natureza local exige uma maior concentrac¸a˜o de elementos finitos na regia˜o dos pontos
sob plastificac¸a˜o alternada (nos casos estudados, na face interna). No caso presente a
malha e´ estruturada tanto em TOR 1 quanto em TOR 2 e assim e´ de se esperar que a
convergeˆncia seja mais ra´pida no modelo TOR 2.
Como enfatizado por Makrodimopoulos (2006), no caso de TOR 2 a pressa˜o
limite coincide com a pressa˜o que causa o colapso incremental incipiente (o que pode
ser observado tambe´m na figura 5.31 quando qˆ = 0) e seu valor e´ PL = 0, 04564σY ,
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= 0, 04528σY (5.226)
Figura 5.29: Vaso TOR 2 - colapso sob carga mecaˆnica pura (CP ou CI), sem encru-
amento.
Para problemas com func¸o˜es de escoamento quadra´ticas e convexas como a de
Mises, o teorema esta´tico leva a um problema de otimizac¸a˜o envolvendo uma func¸a˜o
objetivo linear sujeita a restric¸o˜es lineares e quadra´ticas. O presente exemplo gera um
problema de otimizac¸a˜o de grande porte que Makrodimopoulos (2006) resolve utili-
zando um algoritmo de programac¸a˜o coˆnica quadra´tica, bastante eficiente para este
tipo espec´ıfico de problema.
O modelo TOR 2 (malha de 28896 elementos) e´ resolvido por (Makrodimopou-
los, 2006) utilizando um me´todo de soluc¸a˜o do problema de otimizac¸a˜o mais espec´ıfico
(programac¸a˜o coˆnica quadra´tica). O algoritmo utilizado nesta tese e´ menos especia-
lizado e portanto havia a preocupac¸a˜o de que o tempo de processamento se tornasse
muito grande. Nos processamentos feitos neste trabalho, foi utilizado um microcom-
putador com processador Pentium 4 com 2,99 GHz, 512 Mb de RAM, num ambiente
Windows XP e o tempo para processar o modelo com a malha de 28896 elementos,
com encruamento, foi de 21,4 min. Este dado e´ colocado aqui sem nenhum intuito de
comparac¸a˜o, (ate´ por que na˜o se conhecem va´rias varia´veis importantes - uso ou na˜o de
memo´ria virtual, memo´ria cache, etc) mas somente como um registro da ordem de gran-
deza do tempo necessa´rio para se processar o vaso do exemplo, num microcomputador
comum e que e´ perfeitamente compat´ıvel com as necessidades pra´ticas.
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5.6.2 Vaso com extremidades torisfe´ricas, sujeito a pressa˜o
interna e temperatura varia´veis
Para a ana´lise com a considerac¸a˜o da temperatura varia´vel, sera´ suposto um
perfil linear atrave´s da espessura da parede do vaso, a temperatura assumindo os
valores 0 ≤ θi ≤ θ na face interna e θe = 0 na face externa. Para a confecc¸a˜o dos






2(1− ν)σY 0 (5.227)
Para esta e´ uma ana´lise, incluindo a carga te´rmica, na˜o existe ainda comparac¸o˜es na
literatura, pore´m e´ um resultado de interesse. Assim, os resultados a serem obtidos,
sem e com encruamento, ficam dispon´ıveis para futuras comparac¸o˜es.
Para a ana´lise tambe´m com temperatura varia´vel e encruamento, sera´ utilizada
a malha estruturada com 8 camadas de elementos finitos da ana´lise anterior.
Na figura 5.30, e´ mostrado o diagrama de Bree para o caso TOR 1, com e sem
encruamento. E representa o domı´nio ela´stico, AE o domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica,
PA a regia˜o de colapso por plasticidade alternada e CP representa o colapso pla´stico.
O mecanismo de colapso para todo o domı´nio de variac¸a˜o das cargas, e´ a plasticidade
alternada. Portanto, como enfatizado no item anterior, a malha estruturada na˜o e´
a ideal para se conseguir resultados precisos. Para algumas relac¸o˜es pˆ/qˆ, existe a
necessidade de refinar a malha na face interna e para outras relac¸o˜es, na face externa.
No caso do encruamento, o mecanismo e´ para todos os carregamentos poss´ıveis,
de plasticidade alternada, ocorrendo a reduc¸a˜o do domı´nio de acomodac¸a˜o ela´stica
atrave´s de uma homotetia de raza˜o σY 0/σY . Mesmo para qˆ = 0, o mecanismo e´ o de
plasticidade alternada, com valores substancialmente abaixo do colapso pla´stico. O
colapso por plasticidade alternada (fadiga de baixo ciclo) sendo perigoso por na˜o gerar
um saldo de deformac¸a˜o pla´stica observa´vel, ressalta a importaˆncia do encruamento
para os pequenos valores de r/Rc.
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Figura 5.30: Diagrama de Bree para o vaso toriesfe´rico com r
Rc
= 0, 1, para material
elastopla´stico ideal e para material com encruamento, com σY 0/σY = 0, 8. As cur-
vas mostradas sa˜o interpolac¸o˜es dos valores nume´ricos obtidos e delimitam os va´rios
domı´nios no diagrama.
Na figura 5.31 e´ mostrado o diagrama de Bree para a relac¸a˜o r/Rc = 0, 4. Com
o aumento dessa relac¸a˜o, pode-se notar que o colapso por plasticidade alternada ja´
na˜o ocorre para todos os valores da relac¸a˜o de carregamentos pˆ/qˆ no caso de material
elastopla´stico ideal, ocorrendo o colapso incremental combinado para valores grandes
de pˆ/qˆ. Contudo, e´ importante notar que com a considerac¸a˜o do encruamento, ja´ para
uma relac¸a˜o σY 0/σY = 0, 8, mesmo com r/Rc = 0, 4, o mecanismo de colapso passa a
ser sempre o de plasticidade alternada, qualquer que seja pˆ/qˆ. Nos vasos torisfe´ricos
usuais a relac¸a˜o r/Rc na˜o sera´ muito maior do que a usada aqui e nos materiais usuais,
e´ prova´vel que se tenha σY 0/σY > 0, 8. Este fato mostra a importaˆncia do mecanismo
de plasticidade alternada e da considerac¸a˜o do encruamento quando do projeto deste
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Figura 5.31: Diagrama de Bree para o vaso toriesfe´rico com r
Rc
= 0, 4, para material
elastopla´stico ideal e para material com encruamento, com σY 0/σY = 0, 8. As cur-
vas mostradas sa˜o interpolac¸o˜es dos valores nume´ricos obtidos e delimitam os va´rios
domı´nios no diagrama.
tipo de vaso. Os pontos sujeitos a` plasticidade alternada ocorrem na face interna da
parede do vaso para valores pequenos de pˆ/qˆ e na face interna para valores grandes,
ocorrendo em pontos no interior da parede para casos intermedia´rios.
Como no caso anterior (r/Rc = 0, 1) no caso de encruamento, a curva de plas-
ticidade alternada na˜o atinge a reta de colapso pla´stico, para qˆ = 0.
A plasticidade alternada e´ de natureza local e para que se possa aumentar a
precisa˜o das ana´lises, algum tipo de algoritmo de remalhagem adaptativa pode ser
imaginado, que seja realimentado pelos pontos onde ocorra a plasticidade alternada,




Nesta tese, foi realizada a incorporac¸a˜o teo´rica, anal´ıtica e nume´rica do en-
cruamento cinema´tico limitado na formulac¸a˜o de acomodac¸a˜o ela´stica, com o uso de
varia´veis internas conforme o modelo de Stein.
Com isso fica preenchida esta pequena lacuna, uma dentre as inu´meras cujo
preenchimento se faz necessa´rio para que se possa chegar ao “Design by Analysis” de
forma abrangente, com isso viabilizando as aplicac¸o˜es em n´ıvel industrial.
Para isso, algumas contribuic¸o˜es deste trabalho podem ser destacadas:
-A partir da utilizac¸a˜o da varia´vel interna de encruamento, foram obtidas as
equac¸o˜es constitutivas, generalizados os princ´ıpios variacionais e deduzidas as condic¸o˜es
de otimalidade, nas formas cont´ınua e discreta, para o problema da acomodac¸a˜o ela´stica
considerando o caso dos materiais com encruamento cinema´tico limitado.
-Neste processo, foi preservada a possibilidade da considerac¸a˜o de cargas na˜o
varia´veis (fixas), agindo concomitantemente com as cargas varia´veis e tambe´m a possi-
bilidade de se considerar a variac¸a˜o das tenso˜es de escoamento com a temperatura. Isto
possibilita o tratamento de situac¸o˜es de carregamento e materiais que apresentem essas
condic¸o˜es, simultaneamente com o encruamento cinema´tico limitado. Ale´m disso, ape-
sar de as deduc¸o˜es terem sido feitas, considerando-se o encruamento linear de Prager,
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a formulac¸a˜o de Stein utilizada aqui, independe da forma da curva tensa˜o deformac¸a˜o,
dependendo somente da definic¸a˜o das tenso˜es de escoamento inicial e final, para a
obtenc¸a˜o dos coeficientes de amplificac¸a˜o dos carregamentos. Assim, as deduc¸o˜es e
implementac¸o˜es feitas valem tambe´m para o caso de materiais com encruamento ci-
nema´tico na˜o-linear, limitado. Tudo isso, permite mais flexibilidade e abrangeˆncia na
considerac¸a˜o de situac¸o˜es de carregamento e materiais em situac¸o˜es mais realistas.
-Foi desenvolvida nesta tese, a partir dessas condic¸o˜es de otimalidade, a soluc¸a˜o
anal´ıtica do problema de acomodac¸a˜o ela´stica para um bloco submetido a cargas ter-
momecaˆnicas varia´veis em tensa˜o plana, numa extensa˜o para o caso de materiais com
encruamento, do que ja´ havia sido feito por Zouain (2004) e Zouain e Silveira (1999)
para materiais elastopla´sticos ideais. O exemplo do bloco e´ muito rico, por permitir que
se tenha, a partir de um modelo simples, uma perfeita compreensa˜o dos diversos meca-
nismos de colapso envolvidos, para as diferentes relac¸o˜es entre os carregamentos. Com
isso se consegue identificar, num diagrama de Bree, os diferentes mecanismos de colapso.
Ale´m disso, a soluc¸a˜o anal´ıtica oferece o “ bench-mark”que valida a identificac¸a˜o dos
mecanismos, feita automaticamente nos ca´lculos nume´ricos, ale´m de permitir avaliar e
validar a precisa˜o dos resultados nume´ricos.
-Foi mostrado que o algoritmo desenvolvido por Zouain et al. (2002) consi-
derando a plasticidade ideal, pode ser estendido naturalmente para a utilizac¸a˜o com
varia´veis internas, em particular para varia´veis internas de encruamento.
-No caso de tensa˜o plana, para o modelo de Stein, no qual o tensor A que
representa a varia´vel interna comparece apenas com sua parte desviadora, foi mostrado
que o trac¸o da varia´vel interna na˜o sera´ necessa´riamente nulo, mas tal que resulte na
anulac¸a˜o da componente fora do plano, Az.
-Foi enfatizada neste trabalho a interpretac¸a˜o que corresponde a` utilizac¸a˜o da
tensa˜o de escoamento ao final do encruamento, como sendo aquela que corresponde a
um material elastoplastico ideal e mostradas as consequeˆncias da´ı advindas na inter-
pretac¸a˜o e comparac¸a˜o dos resultados das aplicac¸o˜es. Esta e´ uma questa˜o convencio-
nal, e outras interpretac¸o˜es sa˜o poss´ıveis e sa˜o eventualmente feitas, principalmente na
comparac¸a˜o com o trabalho de outros autores que limitam o diagrama elastopla´stico
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perfeito a` tensa˜o inicial de escoamento, considerando o encruamento uma reserva de re-
sisteˆncia. Contudo, a opc¸a˜o feita aqui se justifica pelo fato de o colapso pla´stico (carga
limite) de uma estrutura ser causado por um u´nico carregamento que a transforma num
mecanismo. Para um dado material, portanto num diagrama de Bree, havera´ uma so´
curva de carga limite. Assim, o limite de escoamento correspondente a` plasticidade
ideal, deve ser o correspondente a` tensa˜o de escoamento no final do encruamento.
-Nas aplicac¸o˜es realizadas, envolvendo diversas estruturas e comportamentos na
acomodac¸a˜o ela´stica, procurou-se avanc¸ar de forma sistema´tica e progressiva. Todas
estas estruturas ja´ haviam sido anteriormente tratadas considerando materiais elas-
topla´sticos ideais, por diversos autores, algumas possuindo soluc¸o˜es anal´ıticas. Neste
trabalho, a extensa˜o para o caso de materiais com encruamento cinema´tico limitado
foi feita para cada um dos exemplos. A soluc¸a˜o de plasticidade perfeita como caso par-
ticular do encruamento foi investigada em todos os casos, confirmando a consisteˆncia
dos procedimentos. Nessas aplicac¸o˜es, os resultados com encruamento sa˜o mostrados
superpostos aos de plasticidade ideal, permitindo visualizar em cada caso as seme-
lhanc¸as e diferenc¸as que a considerac¸a˜o do encruamento acarreta, tanto em teˆrmos dos
domı´nios ela´stico e de acomodac¸a˜o ela´stica quanto dos mecanismos de colapso. Os
elementos finitos mistos utilizados, demonstraram sua robustez e precisa˜o, em espe-
cial o elemento com a tensa˜o segregada (me´dia e desviadora), utilizado com eˆxito nos
problemas com simetria de revoluc¸a˜o.
-O algoritmo utilizado foi exaustivamente testado, sempre com bons resultados,
evidenciando sua robustez, precisa˜o e eficieˆncia, tanto em problemas em tensa˜o plana
quanto em problemas com simetria de revoluc¸a˜o. Os resultados obtidos sa˜o encoraja-
dores no que diz respeito a se cogitar da aplicac¸a˜o a modelos de grande tamanho, mais
pro´ximos a`s aplicac¸o˜es industriais.
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Apeˆndice A
Elemento finito misto para tensa˜o
plana com varia´veis internas de
encruamento
A.1 Equac¸o˜es ba´sicas
Configurac¸o˜es: x, uˆ e vˆ Deformac¸a˜o
εˆ = Duˆ (A.1)
dˆ = Dvˆ (A.2)




σˆ = IˆEεˆe (A.5)
Deformac¸o˜es te´rmicas
εˆΘ = cΘΘˆ1 (A.6)
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A.2 Tensa˜o plana com varia´veis internas para en-

































2εxy , a mesma notac¸a˜o valendo para as demais componentes tangenciais.















0 3×1 0 3×1
 (A.14)
Em elasticidade
σz = 0 εz = − ν
E










1 ν 0 0 0 0
ν 1 0 0 0 0
0 0 1− ν 0 0 0
0 0 0 α αν 0
0 0 0 αν α 0










1 −ν 0 0 0 0
−ν 1 0 0 0 0
0 0 1 + ν 0 0 0

















cΘΘ cΘΘ 0 0 0 0
]T
(A.19)
A.3 Triaˆngulo misto para tensa˜o plana com varia´veis









































Figura A.1: Elemento finito misto de velocidade quadra´tica, tensa˜o linear e varia´vel
interna de encruamento constante, para problemas em tensa˜o plana
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A.3.1 Func¸o˜es de Interpolac¸a˜o
ψ = 1− ξ − η (A.20)
`1 = ψ (A.21)
`2 = ξ (A.22)
`3 = η (A.23)
g1 = ψ(2ψ − 1) (A.24)
g2 = ξ(2ξ − 1) (A.25)
g3 = η(2η − 1) (A.26)
g4 = 4ξψ (A.27)
g5 = 4ξη (A.28)
g6 = 4ηψ (A.29)
As varia´veis internas sera˜o interpoladas com func¸o˜es de interpolac¸o˜es constantes.
A.3.2 Operadores de Interpolac¸a˜o
Este elemento finito misto e´ um triaˆngulo de seis no´s, com velocidade quadra´tica,
com continuidade C0 entre elementos, tenso˜es interpoladas linearmente e varia´vel in-





























































































`11 3 `21 3 `31 3 0 3×3
0 3×3 0 3×3 0 3×3 1 3
 ∈ IR6×12 (A.36)
A.3.3 Operador discreto de deformac¸a˜o
DNv =
[



















NTσ DNv dB =
[































0 3×1 0 3×1

dB ∈ IR12×2 (A.40)
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0 0 1− ν
 (A.42)
e considerando B.15 e A.18, a seguinte forma da relac¸a˜o ela´stica e´ escrita em termos





`21m `1`2m `1`3m 0 3×3
`1`2m `
2











`21m `1`2m `1`3m 0 3×3
`1`2m `
2




0 3×3 0 3×3 0 3×3 1αm
 dB ∈ IR
12×12 (A.44)












 dB ∈ IR3×3 (A.45)
Sendo Bi a a´rea do elemento, conclui-se que:
IE−1 =

a11m a12m a13m 0 3×3
a21m a22m a23m 0 3×3
a31m a32m a33m 0 3×3






Os coeficientes de IE−1 sa˜o obtidos com a integrac¸a˜o considerando o mapeamento
quadra´tico da geometria.
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Obtida enta˜o a matriz IE−1 a matriz IE pode ser obtida por inversa˜o direta,




tudo, se a malha for suficientemente refinada, mesmo junto a uma fronteira curva do
domı´nio os elementos tera˜o geometria aproximadamente linear.
No caso de elementos com a geometria mapeada linearmente, a a´rea do elemento
de refereˆncia e´ 1
2
e o determinante do jacobiano e´ constante e se iguala a duas vezes
a a´rea Bi do elemento. Neste caso a integrac¸a˜o se faz por fo´rmulas exatas (Hughes,
1987) p.172.















 ∈ IR3×3 (A.48)





3n −n −n 0 3×3
−n 3n −n 0 3×3
−n −n 3n 0 3×3






a11n a12n a13n 0 3×3
a21n a22n a23n 0 3×3
a31n a32n a33n 0 3×3
0 3×3 0 3×3 0 3×3 αBin
 ∈ IR
12×12 (A.50)
A.3.5 Deformac¸a˜o te´rmica discreta
Θi =
[





















































A.4 Discretizac¸a˜o das func¸o˜es de escoamento, gra-
dientes e Hessianos - Modelo de Stein
No n´ıvel dos elementos, considerando A.35, as equac¸o˜es intr´ınsecas 4.107 a 4.116
sera˜o desenvolvidas a seguir. Deve-se atentar para o significado em tensa˜o plana das
componentes da varia´vel interna A (ver figura 4.3). Para cada um dos treˆs no´s de
tensa˜o do elemento, existira˜o dois modos de escoamento, cada um correspondendo a
uma das superf´ıcies do modelo de Stein. Assim, para cada elemento, existem seis modos
de escoamento.
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A.4.1 Modos de escoamento


















y − AxAy +
3
2
A2(xy) − [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (1)]2 (A.56)


















y − AxAy +
3
2
A2(xy) − [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (2)]2 (A.58)


















y − AxAy +
3
2
A2(xy) − [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (3)]2 (A.60)
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A.4.2 Discretizac¸a˜o dos gradientes
Analogamente aos modos de escoamento, existem tambe´m seis Gradientes: No´





x − Ax)− (σ(1)y − Ay)
2(σ
(1)





−2(σ(1)x − Ax) + (σ(1)y − Ay)












∇T f (1)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (1)] (A.64)






x − Ax)− (σ(2)y − Ay)
2(σ
(2)





−2(σ(2)x − Ax) + (σ(2)y − Ay)













∇T f (2)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (2)] (A.68)






x − Ax)− (σ(3)y − Ay)
2(σ
(3)




−2(σ(3)x − Ax) + (σ(3)y − Ay)












∇T f (3)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (3)] (A.72)









No´ de tensa˜o 1 do elemento
∇σσf (1)S1 =

He 0 3×6 −He
0 6×3 0 6×6 0 6×3
−He 0 3×6 He
 (A.74)
∇T T f (1)S1 = −2C2τ (A.75)
∇σσf (1)S2 =
 0 9×9 0 9×3
0 3×9 He
 (A.76)
∇T T f (1)S2 = −2(1− Cτ )2 (A.77)
No´ de tensa˜o 2 do elemento
∇σσf (2)S1 =

0 3×3 0 3×3 0 3×3 0 3×3
0 3×3 He 0 3×3 −He
0 3×3 0 3×3 0 3×3 0 3×3
0 3×3 −He 0 3×3 He
 (A.78)
∇T T f (2)S1 = −2C2τ (A.79)
∇σσf (2)S2 =
 0 9×9 0 9×3
0 3×9 He
 (A.80)
∇T T f (2)S2 = −2(1− Cτ )2 (A.81)
No´ de tensa˜o 3 do elemento
∇σσf (3)S1 =

0 6×6 0 6×3 0 6×3
0 3×6 He −He
0 3×6 −He He
 (A.82)
∇T T f (3)S1 = −2C2τ (A.83)
∇σσf (3)S2 =
 0 9×9 0 9×3
0 3×9 He
 (A.84)
∇T T f (3)S2 = −2(1− Cτ )2 (A.85)
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Apeˆndice B
Elemento finito misto para simetria
de revoluc¸a˜o com varia´veis internas
de encruamento
B.1 Equac¸o˜es ba´sicas
Configurac¸o˜es: x, uˆ e vˆ Deformac¸a˜o
εˆ = Duˆ (B.1)
dˆ = Dvˆ (B.2)




σˆ = IˆEεˆe (B.5)
Deformac¸o˜es te´rmicas
εˆΘ = cΘΘˆ1 (B.6)
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B.2 Simetria de revoluc¸a˜o com varia´veis internas
de encruamento
No caso de simetria de revoluc¸a˜o, trA=0 e assim A ≡ Adesv. Simetria de re-










































Sr Sθ Sz σ(rz)
√





2εrz , a mesma notac¸a˜o valendo para as demais componentes tangenciais.























































IE = 2GPdev + 3KPesf (B.16)







onde, no modelo de encruamento linear, H pode ser expresso como uma frac¸a˜o de E.
S = 2Gεdev =
E
1 + ν
εdev σm = K trε =
E
3(1− 2ν) trε
A = 2Gh βdev = −Hβ Am = Kh trβ = 0 (B.19)
IE =
E
(1 + ν)(1− 2ν)

1− 2ν 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1− 2ν 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1− 2ν 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1− 2ν 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 + ν 0 0 0 0
0 0 0 0 0 H 0 0 0
0 0 0 0 0 0 H 0 0
0 0 0 0 0 0 0 H 0









1 + ν 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 + ν 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 + ν 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 + ν 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1− 2ν 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
H
0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
H
0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
H
0







0 0 0 0
√




B.3 Triaˆngulo misto para so´lidos com simetria de
revoluc¸a˜o com varia´veis internas S3−σm1−A1−
v6
B.3.1 Func¸o˜es de Interpolac¸a˜o
Este elemento finito e´ um triaˆngulo com velocidades quadra´ticas, cont´ınua entre
elementos, componentes desviadores da tensa˜o interpolados linearmente, descont´ınuos
entre elementos, tensa˜o me´dia e componentes da varia´vel interna interpolados constan-
tes e tambe´m descont´ınuos entre elementos.
ψ = 1− ξ − η (B.23)
`1 = ψ (B.24)
`2 = ξ (B.25)
`3 = η (B.26)
g1 = ψ(2ψ − 1) (B.27)
g2 = ξ(2ξ − 1) (B.28)
g3 = η(2η − 1) (B.29)
g4 = 4ξψ (B.30)
g5 = 4ξη (B.31)
g6 = 4ηψ (B.32)










































Figura B.1: Elemento finito misto de velocidade quadra´tica, tensa˜o desviadora linear,
tensa˜o me´dia e varia´vel interna de encruamento constantes, para problemnas com si-
metria de revoluc¸a˜o




















































































































 `11 4 `21 4 `31 4 0 4×5
0 5×4 0 5×4 0 5×4 1 5
 ∈ IR9×17 (B.39)
B.3.3 Operador discreto de deformac¸a˜o
DNv =
[



















































NTσ DNv rdrdz =
[


























































































































0 4×1 0 4×1

rdrdz ∈ IR17×2 (B.43)
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B.3.4 Relac¸a˜o ela´stica discreta





m 0 4×1 0 4×4
0 1×4 1−2νE 0 1×4
0 4×4 0 4×1 1H1 4
 ∈ IR9×9 (B.44)
Nσ =
 `11 4 `21 4 `31 4 0 4×5
0 5×4 0 5×4 0 5×4 1 5











`1m `2m `3m 0 4×1 0 4×4
0 1×4 0 1×4 0 1×4 1−2νE 0 1×4
0 4×4 0 4×4 0 4×4 0 4×1 1H1 4





`21m `1`2m `1`3m 0 4×1 0 4×4
`1`2m `
2
2m `2`3m 0 4×1 0 4×4
`1`3m `2`3m `
2
3m 0 4×1 0 4×4
0 1×4 0 1×4 0 1×4 1−2νE 0 1×4







`21m `1`2m `1`3m 0 4×1 0 4×4
`1`2m `
2
2m `2`3m 0 4×1 0 4×4
`1`3m `2`3m `
2
3m 0 4×1 0 4×4
0 1×4 0 1×4 0 1×4 1−2νE 0 1×4
0 4×4 0 4×4 0 4×4 0 4×1 1H1 4





























Das definic¸o˜es acima, pode-se concluir que
IE =

a11n a12n a13n 0 4×1 0 4×4
a21n a22n a23n 0 4×1 0 4×4
a31n a32n a33n 0 4×1 0 4×4
0 1×4 0 1×4 0 1×4 Eao(1−2ν) 0 1×4








Deve-se notar que a−1 e a−1o sa˜o integrados considerando-se o mapeamento quadra´tico
da geometria.
B.3.5 Deformac¸a˜o te´rmica discreta
Θi =
[




























 ∈ IR1×17 (B.58)
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B.4 Discretizac¸a˜o das func¸o˜es de escoamento, gra-
dientes e Hessianos - Modelo de Stein
No n´ıvel dos elementos, considerando B.38, as equac¸o˜es intr´ınsecas 4.107 a 4.116
sera˜o desenvolvidas a seguir. No caso de axissimetria, Ar+Aθ+Az = 0 (ver figura 4.3).
Para cada um dos treˆs no´s de tensa˜o do elemento, existira˜o dois modos de escoamento,
cada um correspondendo a uma das superf´ıcies do modelo de Stein. Assim, para cada
elemento, existem seis modos de escoamento.
B.4.1 Modos de escoamento







(S(1)r − Ar)2 + (S(1)θ − Aθ)2 + (S(1)z − Az)2 + (σ(1)(rz) − A(rz))2
]














]− [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (1)]2 (B.59)







(S(2)r − Ar)2 + (S(2)θ − Aθ)2 + (S(2)z − Az)2 + (σ(2)(rz) − A(rz))2
]














]− [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (2)]2 (B.60)







(S(3)r − Ar)2 + (S(3)θ − Aθ)2 + (S(3)z − Az)2 + (σ(3)(rz) − A(rz))2
]














]− [σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (3)]2 (B.61)
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B.4.2 Discretizac¸a˜o dos gradientes
































∇T f (1)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (1)] (B.65)


































∇T f (2)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (2)] (B.69)

































∇T f (3)S2 = 2(1− Cτ )[σ0Y − σ0Y 0 − (1− Cτ )T (3)] (B.73)
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B.4.3 Discretizac¸a˜o dos Hessianos
No´ de tensa˜o 1 do elemento
∇σσf (1)S1 = 3

1 4 0 4×9 −1 4
0 9×4 0 9×9 0 9×4
−1 4 0 4×9 1 4
 (B.74)
∇T T f (1)S1 = −2C2τ (B.75)
∇σσf (1)S2 = 3
 0 13×13 0 13×4
0 4×13 1 4
 (B.76)
∇T T f (1)S2 = −2(1− Cτ )2 (B.77)
No´ de tensa˜o 2 do elemento
∇σσf (2)S1 = 3

0 4×4 0 4×4 0 4×5 0 4×4
0 4×4 1 4 0 4×5 −1 4
0 5×4 0 5×4 0 5×5 0 5×4
0 4×4 −1 4 0 4×5 1 4
 (B.78)
∇T T f (2)S1 = −2C2τ (B.79)
∇σσf (2)S2 = 3
 0 13×13 0 13×4
0 4×13 1 4
 (B.80)
∇T T f (2)S2 = −2(1− Cτ )2 (B.81)
No´ de tensa˜o 3 do elemento
∇σσf (3)S1 = 3

0 8×8 0 8×4 0 8×1 0 8×4
0 4×8 1 4 0 4×1 −1 4
0 1×8 0 1×4 0 1×1 0 1×4
0 4×8 −1 4 0 4×1 1 4
 (B.82)
∇T T f (3)S1 = −2C2τ (B.83)
∇σσf (3)S2 = 3
 0 13×13 0 13×4
0 4×13 1 4
 (B.84)
∇T T f (3)S2 = −2(1− Cτ )2 (B.85)
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